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1. Рассматривается задача об обтекании плоской проницаемой 

бесконечной пластинки струей, вытекающей из канала наклоненной к 

пластинке под углом α (рис.1). 

Струя, ударяющаяся о бесконечную пластину, в плоскости W 

(комплексный потенциал) дает более сложную область; годографом 

течения является круговая луночка. 

Будем считать, что пластина расположена горизонтально и что 

ширина канала равна L. 

Перейдем к вычислению этих величин. 

 

Рис.1 Картина течения в                Рис.2  Область теченияв плоскости  

физической плоскости𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦.            годографаƷ = 𝑢 − 𝑖𝑣. 
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Рис.3 Параметрическая плоскость𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝜂. 

 Как известно, что математическая теория плоских течений 

идеальной жидкости определяется с тремя комплексными величинами: 

координатной точки𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, комплексным потенциалом 𝑤 = 𝜑 + 𝑖𝜓 и 

комплексной (сопряженной) скоростью Ʒ = 𝑢 + 𝑖𝑣  от вектора скоростиƷ =

𝑢 − 𝑖𝑣. 

Предполагается, что скорость на поверхности струи постоянна и равна 

𝑉0.За проницаемой поверхностью (𝑦 < 0) находится зона завихренного 

течения с прямолинейными линиями тока. Это явление связано с 

постоянством давления во вторичном потоке. Проницаемый контур 

моделируется поверхностью    гидродинамического разрыва с 

граничными соотношениями вида 1,2 : 

𝑉 𝑥, +0 = 𝑉(𝑥, −0) ≡ 𝑉𝑛 ,  (1.1) 

𝑘𝜌𝑉𝑛 = 𝑃 𝑥, −0 − 𝑃(𝑥, −0),  (1.2) 

𝑢 𝑥, +0 = 0.    (1.3) 

Вобласти безвихренного движения (𝑦 > 0) перед контуром 

справедлив интеграл Бернулли: 

𝜌 𝑢2 + 𝑣2 +2𝑃 = 𝜌𝑣0
2 + 2𝑃0. 

С помощью (1.2) и постоянством давления во вторичном потоке 

получим граничное условие задачи  2 . 

𝑢2 + 𝑣2 + 2𝑎0𝑣 = 1, (1.4) 

здесь  uи 𝑣 – безмерные величины,𝑎0 = 𝑘
𝑉0

 . 
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 Следовательно, задача имеет следующие краевые условия: на 

DABсоотношение (1.4), на линиях BCи C′Dусловия постоянства 

давления, которые эквивалентно условию 𝑢2 + 𝑣2 = 1, на AH условие 

непроницаемости𝑢 = 0. 

 2. Для построения решения в области безвихревого  движения 

отобразим область изменения комплексной скорости 

   Ʒ = 𝑑𝑤
(𝑉0𝑑𝑧)  наверхнюю полуплоскость параметрического 

переменного   𝑡 ℐ𝑚𝑡 ≥ 0   (рис.3) и используем функцию                                 

Х. А. Рахматулина  1,2 . 

 В плоскости годографаƷ = 𝑢 − 𝑖𝑣область течения CHC′DA 

соответствует круговая луночка (рис.2). Свободные линии токаBCи C′D 

на которых выполняется условие 𝑢2 + 𝑣2 = 1, переходит в дугу 

единичной окружности, лежащую в верхней полуплоскости Ʒ.  

Стенкам канала соответствует разрез CHC′. Соотношение (1.4) на 

проницаемой поверхности равносильно условию 

                                   (𝑣 + 𝑎0)2 + 𝑢2 = ( 1 + 𝑎0
2)2,  

поэтому линии DAB соответствует дуга окружности с центром в точке 

(0;−𝑎0) и радиусом  1 + 𝑎0
2, эта окружность проходит через точки D 

иBcкоординатами (−1; 0) и  1; 0 и пересекает ось𝑣 в точке  

(0; 1 + 𝑎0
2 − 𝑎0). 

Найдем конформное отображениеƷна tс помощью нескольких 

последовательных конформных отображений [4]: 

Ʒ =
𝑑𝑤

𝑉0𝑑𝑧
 , Ʒ1 =

Ʒ+1

Ʒ−1
 , Ʒ2 = Ʒ2 ∙ 𝑒𝑖𝜆0  , Ʒ3 = (Ʒ2)

𝜋
𝜃0

 
; 

 Ʒ𝑛 = 𝑙𝑛
Ʒ3

|Ʒ1𝑐 |
= 𝑙𝑛  𝐴1

∗(𝑡)𝐶1 ∙
𝐵1

∗(𝑡)

𝑛1
 ; 𝜆0 =

𝜋

2
+ 𝜃0; 

           𝐴1
∗ 𝑡 =

 1+𝑚− 1+𝑛

 1+𝑚+ 1+𝑛
∙

 𝑡+𝑚+ 𝑡+𝑛

 𝑡+𝑚− 𝑡+𝑛
;𝐶1 =

 𝑛∙𝑚

𝑕
= 𝛾0; 

           𝐵1
∗ 𝑡 =

 𝑛 ∙ 𝑡+𝑚− 𝑚∙ 𝑡+𝑛

 𝑛 ∙ 𝑡+𝑚+ 𝑚∙ 𝑡+𝑛
∙

 𝑛 ∙ 1+𝑚− 𝑚∙ 1+𝑚

 𝑛 ∙ 1+𝑚+ 𝑚∙ 1+𝑚
; 
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𝑛1 =  Ʒ1𝑐  =
sin ∝

1−cos ∝
. 

𝜃0 −угол между касательными линиями в точке D (B)(рис.2). 

Отображение дает формула  

Ʒ 𝑡 = −
1+𝑒 𝑖𝜆0 ∙ 𝐴1

∗  𝑡 𝐶1 ∙𝐵1
∗ 𝑡  

𝜃0
𝜋 

1−𝑒 𝑖𝜆0 ∙ 𝐴1
∗  𝑡 𝐶1 ∙𝐵1

∗ 𝑡  
𝜃0

𝜋 
, (2.1) 

при этом обеспечено нужное соответствие характерных точек границы: 

Ʒ ±0 = −1, Ʒ ±∞ = 1, Ʒ 1 =  1 + 𝑎0
2 − 𝑎0, Ʒ −𝑛 = 𝑒𝑖𝑑 , 

Ʒ  −𝑕 = 𝑟 ∙ 𝑒𝑖𝑑   (𝑟 =
𝑉𝐻

𝑉0
 ). 

 3. Далее будем искать 𝑧 = 𝑧 𝑡 . Сначала найдем вспомогательную 

функцию, так называемую функцию Х. А. Рахматулина 1,2 . 

𝑋 𝑡 = 𝑙𝑛
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑖𝑏.  (3.1) 

 Так как𝑙𝑛
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑙𝑛  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 + 𝑖𝑎𝑟𝑔  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 .  Нам надо найти ℐ𝑚𝑋 𝑡 = 𝑏 =

arg  𝑑𝑧
𝑑𝑡  , где arg  𝑑𝑧

𝑑𝑡   есть угол поворота бесконечно малого 

вектора при переходе от плоскости tк плоскости 𝑧. Далее, будем искать 

𝑏 𝑡 при𝑡 = 𝜉.  

Из рис.1 и 3 видно, что: 

при(−∞ < 𝜉 < −𝑛),   (ВС)           𝑏 𝜉 = 𝜋
2 + 𝛼 + Λ1 𝜉 ; 

 −𝑛 < 𝜉 < −𝑕 ,    СН 𝑏 𝜉 = 𝜋
2 + 𝛼,(стенки канала); 

 −𝑕 < 𝜉 < −𝑚 ,  НС′ 𝑏 𝜉 = −𝛼,         (стенки канала); 

( −𝑚 < 𝜉 < 0),     (С′D)          𝑏 𝜉 = −𝜋 + Λ2 𝜉 ; 

(0 < 𝜉 < 1), (DA)𝑏(𝜉) = 0; 

 1 < 𝜉 < +∞ ,      (AB)b(𝜉) = 0.Λ 𝜉 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑉(𝜉 ,0)

𝑢(𝜉 ,0)
. 

Упростим расчеты, для чего сделаем дополнительное дробно-линейное 

преобразование верхней полуплоскости t  на себя:    

𝑡 ⟶ 𝑤, 𝑤 = −
𝑡

𝑡 − 2
 , 𝑡 𝑤 =

2𝑤

1 + 𝑤
 , 
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здесь𝑤 –новая функция, а не комплексный потенциал. Перейдем к 

модифицируемым функциям 

𝑋1 𝑤 , Λ1 𝛾  и  Λ2(𝛾)(𝛾 = 𝑅𝑒𝑤): 

𝑋1 𝑤 = 𝑋 𝑡(𝑤) ; Λ1
∗  𝛾 = Λ1  

2𝛾

1+𝛾
 ; Λ2

∗  𝛾 = −𝜋 ∙ Λ2  
2𝛾

1+𝛾
 ; (3.3) 

откуда можно найти аналитическую функцию 𝑋1 𝑤  по значению ее 

мнимой части на действительной оси 𝛾: 

ЕВ: − ∞ < 𝛾 < −1,                𝑏 𝛾 = 0, 

 ВС: − 1 < 𝛾 < −𝑛1,               𝑏 𝛾 = 𝜋
2 + 𝛼 + Λ1

∗ (𝛾), 

СН: − 𝑛1 < 𝛾 < −𝑕1,            𝑏 𝛾 = 𝜋
2 + 𝛼, 

НС′: − 𝑕1 < 𝛾 < −𝑚1,          𝑏 𝛾 = −𝛼, 

С′D: − 𝑚1 < 𝛾 < 0,                𝑏 𝛾 = −𝜋 − 𝜋Λ2
∗  𝛾 , 

АD:       0 < 𝛾 < 1, 𝑏(𝛾) = 0, 

AE:      1 < 𝛾 < +∞,                 𝑏(𝛾) = 0. 

 𝑛1 =
−𝑛

𝑛 + 2
 ,        𝑚1 =

−𝑚

𝑚 + 2
 ,          𝑕1 =

−𝑕

𝑕 + 2
 .      

Функцию 𝑋1 𝑤 можно восстановить по формуле Шварца  4 : 

𝑋1 𝑤 =
1

𝜋
 

ℐ𝑚𝑋1(𝛾)

𝛾 − 𝑤
𝑑𝛾 + 𝐶 = 𝑙𝑛  

𝑕1 + 𝑤

1 + 𝑤
 

1
2 

∙

+∞

−∞

 
(𝑕1 + 𝑤)2

𝑤(1 + 𝑤)
 

𝛼
𝜋 

∙

∙ 𝑒𝑥𝑝  
1

𝜋
 

Λ1
∗  𝛾 

𝛾 − 𝑤
𝑑𝛾 −

−𝑛1

−1

 
Λ2

∗  𝛾 

𝛾 − 𝑤
𝑑𝛾

0

−𝑚1

 + 𝐶. 

здесь C–произвольная действительная постоянная. Используя (2.1)–

(3.3),находим искомую постоянную Ζ 𝑡 в виде                                 

Ζ 𝑡 = 𝐶0   
 1−𝑕1 𝜏+2𝑕1

2
 

1
2 

∙
𝑡

1
 

( 1−𝑕1 𝜏+2𝑕1)2

2𝜏
 
𝛼

𝜋 

∙∙ 𝑒𝑥𝑝  
1

𝜋
 

Λ1
∗  𝛾 

𝛾−
𝜏

2−𝜏

𝑑𝛾 −
−𝑛1

−1

𝜋−𝑚10Λ2∗𝛾𝛾−𝜏2−𝜏𝑑𝛾𝑑𝜏.     (3.4) 

Λ1
∗  𝛾 = Λ2

∗  𝛾 = −
𝜋

𝛼
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

2 𝐴∗
𝐶1 𝛾 ∙𝐵∗ 𝛾  

𝜃0
𝜋 

1− 𝐴∗
𝐶1 𝛾 ∙𝐵∗ 𝛾  

 .  (3.5) 
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Формулы (2.1) и (3.4) дают параметрическое решение задачи о 

набегании плоской струи, вытекающей из канала идеальной 

несжимаемой жидкости на бесконечную плоскую проницаемую 

поверхность. Положительная действительная постоянная 𝐶𝑜в (3.4) 

определяется из условии, что ширины канала известны (𝐿).Вычислим 

геометрический элемент 𝐿 (ширины канала) рис.1. Очевидно  𝑞 =

𝐿𝑉𝐻   откуда𝐿 =
𝑞

𝑉𝐻
 .    Скорость  𝑉𝐻   в канале определяется 

формулой      
𝑉𝐻

𝑉0
𝑒𝑖𝛼 =  

𝑑𝑤

𝑉0𝑑𝑧
 

𝐻
;   откуда  𝑉𝐻 = 𝑉0𝑒𝑖𝛼Ʒ −𝑕 . 

Следовательно,  𝐿 =
𝑞

𝑉0∙Ʒ −𝑕 
𝑒𝑖𝛼   (3.8). 
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