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В статье изложен способ разделения движений дискретной 

стационарной управляемой системы с малым шагом. Эквивалентная 

система, полученная при полном разделении переменных состояния, 

обладает всеми свойствами исходной системы. Она состоит двух 

подсистем меньшего порядка, решение которых находится 

независимо, причем они связаны только управляющей функцией. 

На основе методов разделения движений и момента  построен 

алгоритм решений дискретной задачи оптимального управления.  

Пусть управляемый процесс описывается разностным 

уравнением  

𝑦 𝑘 + 1 = 𝐴𝑦 𝑘 + 𝐵𝑢 𝑘    (1) 

с начальным условием  

𝑦 0 = 𝑦0,     (2) 

где 𝑦 =  
𝑥
𝑧
 , 𝐴 =  

𝐴1 𝐴2

𝐴3 𝐴4
 ,     𝐵 =  

𝐵1

𝐵2
 , 𝐴𝑖 𝑖 = 1, 4      −  𝑛 × 𝑛 , 𝐵1, 𝐵2 −  𝑛 × 𝑟 − 

постоянные матрицы, 𝑢 = 𝑢(𝑡) − 𝑟 −мерный вектор управления,  𝑘 = 0,

1, ⋯ , 𝑀.   

 Требуется найти управление u=u(k) такое, чтобы 

соответствующее ему решение задачи (1), (2) удовлетворяло условию 

𝑦 𝑀 = 𝑦𝑀 ,      (3) 
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где 𝑦𝑀 −произвольно выбранный вектор фазового пространства  𝐸𝑛 , 

чтобы при этом функционал  

𝐽 =  𝑢′ 𝑘 𝑢 𝑘 𝑀−1
𝑘=0      (4) 

достигал своего наименьшего возможного значения.  

 Так как функционал (4) оценивает энергии, затрачиваемой в 

процессе управления [1], задачу (1)–(4) можно рассмотреть как задачи 

об управлении с минимальной энергией. 

  Предположим, что [2]: 

 I. Матрицы  𝐴𝑖 𝑖 = 1, 4       являются матрицами простой структурыи 

они 

не имеют нулевого собственного значения  𝜆𝑖 𝑖 = 1, 𝑛      . 

 II. Все собственные значения 𝜆𝑖 𝑖 = 1, 𝑛        матрицы 𝐴𝑖 𝑖 = 1, 4       

удовлетворяют условию   𝜆𝑖 < 𝑞0 < 1. 

 Прежде чем приступить к нахождению оптимального решения 

задачи, рассмотрим задачу разделения движений дискретной 

стационарной управляемой системы (1). 

 При предположениях I и II введем замену [3] 

𝑥 = 𝑥 − 𝑁𝑧 ,      (5) 

𝑧 = 𝑧 + 𝐻𝑥      (6) 

и соотношения (5), (6) записываем в следующей матричной форме: 

 
𝑥
𝑧
 =  

𝐸𝑛 −𝑁
𝐻 𝐸𝑛 − 𝐻𝑁

  
𝑥 
𝑧 
 ,     (7) 

 
𝑥 
𝑧 
 =  

𝐸𝑛 − 𝑁𝐻 𝑁
−𝐻 𝐸𝑛

  
𝑥
𝑧
 .     (8) 

C учетом соотношений (7) уравнение (1) имеет вид 

   
𝐸𝑛 −𝑁
𝐻 𝐸𝑛 − 𝐻𝑁

  
𝑥  𝑘 + 1 

𝑧  𝑘 + 1 
 =  

𝐴1 𝐴2

𝐴3 𝐴4
  

𝐸𝑛 −𝑁
𝐻 𝐸𝑛 − 𝐻𝑁

  
𝑥 
𝑧 
 +  

𝐵1

𝐵2
 𝑢. 

Последнего уравнения умножая слева на матрицу 

 
𝐸𝑛 −𝑁
𝐻 𝐸𝑛 − 𝐻𝑁

 
−1

=  
𝐸𝑛 − 𝑁𝐻 𝑁

−𝐻 𝐸𝑛
  

получим 
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𝑥  𝑘 + 1 

𝑧  𝑘 + 1 
 =  

𝐴1 + 𝐴2𝐻 + 𝑁(−𝐻𝐴1 + 𝐴3 − 𝐻𝐴2𝐻 − 𝐴4𝐻)
−𝐻𝐴1 + 𝐴3 − 𝐻𝐴2𝐻 + 𝐴4𝐻

  

 − 𝐴1 + 𝐴2𝐻 𝑁 + 𝑁 𝐴4 − 𝐻𝐴2 + 𝐴2 + 𝑁(−𝐻𝐴1 + 𝐴3 − 𝐻𝐴2𝐻 + 𝐴4𝐻
𝐴4 − 𝐻𝐴2 − (−𝐻𝐴1 + 𝐴3 − 𝐻𝐴2𝐻 + 𝐴4𝐻)

  
𝑥 
𝑧 
 +

+  
𝐸𝑛 − 𝑁𝐻 𝑁

−𝐻 𝐸𝑛
  

𝐵1

𝐵2
 𝑢.        (9) 

При выполнении условии II матрицы  Hи N удовлетворяют следующим 

матричным уравнениям Риккати и Ляпунова соответственно: 

−𝐻𝐴1 + 𝐴4𝐻 − 𝐻𝐴2𝐻 + 𝐴3 = 0,     (10) 

−𝐴 1𝑁 + 𝑁𝐴 4 + 𝐴2 = 0.      (11) 

Доказательство существования и единственности решения уравнения 

(10), (11) можно найти в [4].  

 С учетом (10), (11) уравнение (9) можно записать в виде 

 
𝑥  𝑘 + 1 

𝑧  𝑘 + 1 
 =  

𝐴 1 0

0 𝐴 4

  
𝑥 
𝑧 
 +  

𝐵 1

𝐵 2

 𝑢,   (12) 

где  

𝐴 1 = 𝐴1 + 𝐴2𝐻,     𝐴 4 = 𝐴4 − 𝐻𝐴2,    𝐵 1 = 𝐵1 + 𝑁𝐵 2,   𝐵 2 = −𝐻𝐵1 + 𝐵2. (13) 

В результате имеем утверждения в виде следующей теоремы 

 ТЕОРЕМА 1. Пусть выполняются условия I, II и матрицы H, N 

удовлетворяют уравнениям (10) и (11). Тогда систему (1) можно 

разделить на две подсистемы меньшего порядка вида: 

𝑥  𝑘 + 1 = 𝐴 1𝑥  𝑘 + 𝐵 1𝑢 𝑘 ,     (14) 

𝑧  𝑘 + 1 = 𝐴 4𝑧  𝑘 + 𝐵 2𝑢 𝑘 ,     (15) 

причем эти уравнения связаны только по управлению 𝑢 𝑡 . 

 Теперь рассмотрим задачу «управления с минимальной 

энергией» с  уравнениями (14), (15)  и граничными условиями: 

𝑥  0 = 𝑥 0, 𝑧  0 = 𝑧 0,       (16) 

𝑥  𝑀 = 𝑥 𝑀 , 𝑧  𝑀 = 𝑧 𝑀 ,      (17) 

где    𝑥 0 = 𝑥0 + 𝑁𝑧 0,   𝑧 0 = 𝑧0 − 𝐻𝑥0, 𝑥 𝑀 = 𝑥𝑀 + 𝑁𝑧 𝑀 ,   𝑧 𝑀 = 𝑧𝑀 − 𝐻𝑥𝑀 .   

Качества процесса задачи (14) – (17) оценивается функционалом (4). 

 Решения уравнения (14), (15) с начальными условиями (16) можно 

представить в виде:  
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𝑥  𝑘 = 𝐴 1
𝑘𝑥 0 +  𝐴 1

𝑘−𝑖−1𝑘−1
𝑖=0 𝐵 1𝑢 𝑖 ,     (18) 

𝑧  𝑘 = 𝐴 4
𝑘𝑧 0 +  𝐴 4

𝑘−𝑖−1𝑘−1
𝑖=0 𝐵 2𝑢 𝑖 .     (19) 

 Из условия (17) следует, что искомое управление должно 

удовлетворять соотношениям: 

 𝐴 1
𝑀−𝑖−1𝑘−1

𝑖=0 𝐵 1𝑢 𝑖 = 𝛼𝑀
1 ,      (20) 

 𝐴 4
𝑀−𝑖−1

𝑘−1

𝑖=0

𝐵 2𝑢 𝑖 = 𝛼𝑀
2 , 

где   𝛼𝑀
1 = 𝑥 𝑀 − 𝐴 1

𝑀𝑥 0, 𝛼𝑀
2 = 𝑧 𝑀 − 𝐴 4

𝑀𝑧 0. 

Управление 𝑢∗ = 𝑢∗(𝑘) удовлетворяющее соотношениям (20) и 

доставляющие минимум функционалу (4), может быть представлено в 

виде [5] 

  𝑢∗ 𝑖 = 𝐵 1
′  𝐴 1

𝑀−𝑖−1 
′
∙ 𝐶1 +  𝐵 2

′  𝐴 4
𝑀−𝑖−1 

′
∙ 𝐶2,   𝑖 = 0, 𝑀 − 1           . (21) 

Здесь коэффициенты 𝐶1 и  𝐶2 определяются из уравнений  

    𝛼𝑀 = 𝑊 ∙ 𝐶,       (22) 

где 

𝛼𝑀 =  
𝛼𝑀

1

𝛼𝑀
2  , 𝑊 =  

𝑊1 𝑊2

𝑊2
′ 𝑊3

 , 𝐶 =  
𝐶1

𝐶2
 ,    (23) 

𝑊1 =  𝐴 1
𝑀−𝑖−1

𝑀−1

𝑖=0

𝐵 1𝐵 1
′  𝐴 1

𝑀−𝑖−1 
′
, 

𝑊2 =  𝐴 1
𝑀−𝑖−1

𝑀−1

𝑖=0

𝐵 1𝐵 2
′  𝐴 4

𝑀−𝑖−1 
′
, 𝑊3 =  𝐴 4

𝑀−𝑖−1

𝑀−1

𝑖=0

𝐵 2𝐵 2
′  𝐴 4

𝑀−𝑖−1 
′
. 

Из уравнения (22) будем иметь  

𝐶 = 𝑊−1𝛼𝑀 ,       (24) 

где 

𝑊−1 =  
𝑊1

−1 + 𝑊1
−1𝑊2𝑆−1𝑊2

′𝑊1
−1 −𝑊1

−1𝑊2𝑆−1

−𝑆−1𝑊2
′𝑊1

−1 𝑆−1  , 𝑆 = 𝑊3 − 𝑊2
′𝑊1

−1𝑊2. 

 В результате сформулируем следующую теорему об «Управлении 

с минимальной энергией»: 

 ТЕОРЕМА 2. Если матрица 𝑊 в (22) имеет полный ранг, то 

существует управление𝑢∗ = 𝑢∗(𝑘), которое переводит системы (14) и 
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(15) из состояния (16) в состояния (17) [6]. Кроме того, если  𝑊1 ≠ 0 

(или   𝑊3 ≠ 0), то оптимальное управление и соответствующие 

оптимальные траектории задачи (4), (14) - (17) определяются 

формулами: 

 

𝑢∗ 𝑘 = 𝐵 1
′  𝐴 1

𝑀−𝑘−1 
′
𝑟𝑀

1 + 𝐵 2
′  𝐴 4

𝑀−𝑘−1 
′
𝑟𝑀

2 ,      (25) 

𝑥  𝑘 = 𝐴 1
𝑘𝑥 0 +  𝐴 1

𝑘−𝑖−1𝑘−1
𝑖=0 𝐵 1  𝐵 1

′  𝐴 1
𝑀−𝑖−1 

′
𝑟𝑀

1 + 𝐵 2
′  𝐴 4

𝑀−𝑖−1 
′
𝑟𝑀

2  , 

𝑧  𝑘 = 𝐴 4
𝑘𝑧 0 +  𝐴 4

𝑘−𝑖−1𝑘−1
𝑖=0 𝐵 2  𝐵 1

′  𝐴 1
𝑀−𝑖−1 

′
𝑟𝑀

1 + 𝐵 2
′  𝐴 4

𝑀−𝑖−1 
′
𝑟𝑀

2  , 

где   𝑟𝑀
1 =  𝑊1

−1 + 𝑊1
−1𝑊2𝑆−1𝑊2

′𝑊1
−1 𝛼𝑀

1 − 𝑊1
−1𝑊2𝑆−1𝛼𝑀

2 , 

𝑟𝑀
2 = −𝑆−1𝑊2

′𝑊1
−1𝛼𝑀

1 + 𝑆−1𝛼𝑀
2 . 
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