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В данной статье предложен способ построения переходной 

матрицы дискретной управляемой системы. Рассмотрен пример 

построения переходной матрицы стационарной дискретной 

управляемой системы. 

Пусть объект управления описывается разностным уравнением  

𝑥 𝑘 + 1 = 𝐴 𝑘 𝑥(𝑘) + 𝐵(𝑘)𝑢 𝑘     (1) 

где 𝑥 − 𝑛 − мерный вектор состояния,  𝑢 − 𝑟 − мерный вектор 

управления, 𝐴 𝑘 , 𝐵 𝑘 −матрицы размера  𝑛 × 𝑛 ,  𝑛 × 𝑟  соответственно,  

𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑁 − 1. 

 Начальное состояние системы (1) задано  

𝑥 0 = 𝑥0.       (2) 

 При u(k)=0 находим решение однородного уравнение  

𝑥 𝑘 + 1 = 𝐴 𝑘 𝑥 𝑘 .      (3) 

 Ее общее решение имеет вид  

𝑥𝑜𝑜  𝑘 = 𝜓 𝑘 ∙ 𝐶 =  𝐶𝑖𝜓𝑖 𝑘 ,𝑛
𝑖=1     (4) 

где 𝐶1, ⋯ , 𝐶𝑛 −произвольные постоянные,  𝜓 𝑘 −  𝑛 ×

𝑛−фундаментальная матрица составленная из линейно независимых 

решений 𝜓𝑖 𝑘 =  𝜓1𝑖 𝑘 , ⋯ , 𝜓𝑛𝑖  𝑘  
𝑇

, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 системы (3) т.е. 

справедлива равенства 
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𝜓 𝑘 + 1 = 𝐴 𝑘 𝜓 𝑘 .      (5) 

 Общее решение уравнение (1) ищем в виде  

𝑥 𝑘 = 𝜓 𝑘 ∙ 𝐶      (6) 

где 𝐶 𝑘 =  𝐶1 𝑘 , ⋯ , 𝐶𝑛 𝑘  
𝑇

−неизвестные функции подлежащих 

определению. 

 Подставим (5) в уравнение (1) 

 𝜓 𝑘 + 1 𝐶 𝑘 + 1 = 𝐴 𝑘 𝜓 𝑘 ∙ 𝐶 𝑘 + 𝐵 𝑘 𝑢 𝑘 .    

Вычитая из обеих частей последнего уравнения 𝜓 𝑘 + 1 𝐶(𝑘) с учетом 

(5) получаем 

𝜓 𝑘 + 1 ∆𝐶 𝑘 = 𝐵 𝑘 𝑢 𝑘     (7) 

где  ∆𝐶 𝑘 = 𝐶 𝑘 + 1 − 𝐶 𝑘 .  

Из (7) имеем 

∆𝐶 𝑘 = 𝜓−1 𝑘 + 1 𝐵 𝑘 𝑢 𝑘 .    (8) 

Выпишем соотношение (8) при  𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑁: 

𝐶 1 − 𝐶 0 = 𝜓−1 1 𝐵 0 𝑢 0 , 

𝐶 2 − 𝐶 1 = 𝜓−1 2 𝐵 1 𝑢 1 , 

⋯    ⋯     ⋯    ⋯    ⋯     ⋯    ⋯    ⋯, 

𝐶 𝑁 − 𝐶 𝑁 − 1 = 𝜓−1 𝑁 𝐵 𝑁 − 1 𝑢 𝑁 − 1  

и суммируя получаем 

𝐶 𝑘 = 𝐶 0 +  𝜓−1 𝑗 + 1 𝐵 𝑗 𝑢 𝑗 𝑘−1
𝑗 =1 .   (9) 

Тогда 

 𝑥 𝑘 = 𝜓 𝑘 𝐶 0 +  𝜓 𝑗 + 1 𝜓−1 𝑗 + 1 𝐵 𝑗 𝑢 𝑗 𝑘−1
𝑗=0 . (10) 

 При  𝑘 = 0   𝑥 0 = 𝜓 0 𝐶 0 = 𝑥0,  поэтому  𝐶 0 = 𝜓−1 0 𝑥0, тогда из 

(10) получаем 

𝑥 𝑘 = 𝜓 𝑘 𝜓−1 0 𝑥0 +  𝜓 𝑗 + 1 𝜓−1 𝑗 + 1 𝐵 𝑗 𝑢 𝑗 𝑘−1
𝑗 =0 .  (11) 

 Теперь переходим построению переходной матрицы системы (1). 

Известно [1], что переходную матрицу можно представить в виде  

Ψ 𝑘, 𝑗 + 1 = 𝜓 𝑘 𝜓−1 𝑗 + 1 ,    (12) 

тогда решение (11) можно записать в виде 

𝑥 𝑘 = Ψ 𝑘, 0 𝑥0 +  Ψ 𝑘, 𝑗 + 1 𝐵 𝑗 𝑢 𝑗 𝑘−1
𝑗 =0 .   (13) 
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где Ψ 𝑘, 0 −  переходная матрица однородной системы (3) 

определяемый формулой (12).  

 Для стационарной системы  

𝑥 𝑘 + 1 = 𝐴𝑥 𝑘 + 𝐵𝑢 𝑘 ,    𝑥 0 = 𝑥0 , 𝑘 = 0,1,2 …,  (14) 

решение (13) имеет вид 

𝑥 𝑘 = 𝐴𝑘𝑥0 +  𝐴𝑘−𝑗−1𝐵𝑢 𝑗 𝑘−1
𝑗=0 ,     (15) 

где  Ψ 𝑘 = 𝐴𝑘 − переходная матрица системы (14). 

Для построения переходной матрицы Ψ 𝑘 = 𝐴𝑘  можно вычислить, 

непосредственно умножая матрицу 𝐴 на 𝐴 необходимое число раз. 

Однако такой путь эффективен лишь при небольших значениях 𝑘. 

Если же  𝑘 может принимать большие значения можно 

воспользоваться теоремой Кели-Гамильтона о том, что 

характеристический многочлен матрицы является ее аннулирующим 

многочленом [2]. 

Разделив  𝜆𝑘 на характеристический многочлен 𝑃 𝜆 = det⁡(𝐴 − 𝜆𝐸) 

матрицыА, получаем 

𝜆𝑘 = 𝑃 𝜆 𝑄 𝜆 + 𝑅(𝜆),      (16) 

где Q(λ)-частное,  R(λ) – остаток, причем остаток – это многочлен 

степени меньше, чем размерность nматрицыА, имеющий вид 

𝑅 𝜆 = 𝑟𝑛−1𝜆𝑛−1 + 𝑟𝑛−2𝜆𝑛−2 + ⋯ + 𝑟1𝜆 + 𝑟0  (17) 

       Подставив в (16) вместо 𝜆  матрицуА получаем 

А𝑘 = 𝑅(𝜆),           (18) 

 так как по теореме Кели-Гамильтона P(A)=0.  

 В случае простых различных корней характеристического 

уравнения, подставляя корни  𝜆𝑖 в (16), с учетом 𝑃 𝜆𝑖 = 0 получаем  

𝜆𝑖
𝑘 = 𝑅 𝜆𝑖 = 𝑟𝑛−1𝜆𝑖

𝑛−1 + 𝑟𝑛−2𝜆𝑖
𝑛−2 + ⋯ + 𝑟1𝜆1 + 𝑟0,      𝑖 = 1, … , 𝑛 (19) 

       Если 𝜆𝑖 -  действительный корень характеристического уравнения 

кратности μ, то, учитывая, что 

𝑃 𝜆𝑖 = 0, 𝑃′ 𝜆𝑖 = 0, … , 𝑃 𝜇−1 (𝜆𝑖) = 0, 

из (16), последовательно дифференцируя, получаем 
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 𝑑
𝑗

𝑑𝜆𝑗 𝜆𝑘  
𝜆=𝜆𝑖

=   
𝑑𝑗

𝑑𝜆𝑗 𝑅(𝜆)  
𝜆=𝜆𝑖

,j=0,1,…,μ-1.         (20) 

Это система μ линейных уравнений относительно коэффициентов  

𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑛−1 многочлена R(λ).  

Если 𝜆1,2 = 𝑎 ± 𝛽𝑖 – пара комплексных сопряженных корней 

кратности μ, то из (20) получаем систему 2μ уравнений, приравнивая 

действительные и мнимые части. 

     Таким образом, из (17) следует, что переходная матрица Ψ 𝑘 = 𝐴𝑘   

линейной стационарной  системы (14) имеет вид 

𝐴𝑘 = 𝑟𝑛−1𝐴𝑛−1 + ⋯ + 𝑟1𝐴 + 𝑟0𝐸,    (21) 

где коэффициенты  𝑟0, 𝑟1, … , 𝑟𝑛−1 многочлена, зависящие от дискретного 

времени k, находятся из (19), (20).  

Пример. Найти переходную матрицу системы: 

𝑥1 𝑘 + 1 = 𝑥1 𝑘 − 𝑥2 𝑘 + 𝑢 𝑘 ,    (22) 

  𝑥2(𝑘 + 1 = −2𝑥1 𝑘 − 𝑢 𝑘  

при начальных условиях 𝑥1 0 = 3,   𝑥2 0 = 0. 

Уравнения(22) имеет вид (1) с матрицами  

𝑥 𝑘 =  
𝑥1(𝑘)
𝑥2(𝑘)

 , 𝐴 =  
1 −1

−2 0
 , 𝐵 =  

1
−1

 . 

Составим характеристическое уравнение для матрицы А: 

 
1 − 𝜆 −1
−2 𝜆

 = 0   ↔  𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0 

Оно имеет два простых корня 𝜆1 = −1    и    𝜆2 = 2   (кратность  μ=1).  

Поскольку n=2, то согласно (17) имеем 

𝑅 𝜆 = 𝑟1𝜆 + 𝑟0. 

 Записывая для каждого корня равенство (19), получаем систему 

двух линейных уравнений с двумя неизвестными 𝑟0 , 𝑟1:  

−𝑟1 + 𝑟0 = (−1)𝑘 ,

2𝑟1 + 𝑟0 = 2𝑘 .
 

Отсюда находим коэффициенты  

𝑟0 =
1

3
 2𝑘 + 2 ∙  −1 𝑘 ,    𝑟1 =

1

3
 2𝑘 −  −1 𝑘 . 

Из равенства (21)  определяем   переходную матрицу  
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Ψ 𝑘 = 𝑟1𝐴 + 𝑟0𝐸 =
1

3
 2𝑘 −  −1 𝑘  

1 −1
−2 0

 +
1

3
 2𝑘 + 2 ∙  −1 𝑘  

1 0
0 1

 . 

После упрощений получаем  

Ψ 𝑘 =
1

3
 

2𝑘+1 + (−1)𝑘 −2𝑘 + (−1)𝑘

−2𝑘+1 + 2 ∙ (−1)𝑘 2𝑘 + 2 ∙ (−1)𝑘 . 

Используя переходную матрицу, запишем формулу (13) для 

𝑥0 =  
3
0
 : 

𝑥 𝑘 =
1

3
 

2𝑘+1 +  −1 𝑘 −2𝑘 +  −1 𝑘

−2𝑘+1 + 2 ∙  −1 𝑘 2𝑘 + 2 ∙  −1 𝑘 ∙  
3
0
 + 

+  
1

3
 

2𝑘−𝑗 +  −1 𝑘−𝑗−1 −2𝑘−𝑗−1 +  −1 𝑘−𝑗−1

−2𝑘−𝑗 + 2 ∙  −1 𝑘−𝑗−1 2𝑘−𝑗−1 + 2 ∙  −1 𝑘−𝑗−1
 ∙  

1
−1

 𝑢(𝑘)

𝑘−1

𝑗 =0

 

Отсюда  

𝑥 𝑘 =  
2 ∙ 2𝑘 (−1)𝑘

−2 ∙ 2𝑘 + 2 ∙ (−1)𝑘 +   2𝑘−𝑗−1

−2𝑘−𝑗−1
 𝑢(𝑘)𝑘−1

𝑗=0 . 
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