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         Для анализа течения вблизи вогнутой поверхности удобно при-

менять метод сращиваемых асимптотических разложений. В работе 

Ван-Дайка (1) он был систематически развит и приложен к течениям 

вязкой жидкости. После этого метод сращиваемых асимптотических 

разложений был приложен к множеству проблем механики жидкости и 

газа. Большая часть ранних приложений относилась к вязким течени-

ям. Например, Жермен и Гиро, а также Чоу и Тинг вычислили влияние 

кривизны на структуру ударной волны. Меррей  определил влияние 

внешней завихренности на пограничный слой вблизи передней кромки 

плоской пластины и на большом удалении от нее. Независимо от них 

Праудмен и Пирсон использовали метод для изучения обтекания 

сферы и кругового цилиндра при малых числах Рейнольдса. Голь-

дштейн и Имам  дали первое правильное развитие решения Блазиуса 

для пограничного слоя на полубесконечной плоской пластине. Тинг 

решил задачу о вязком сдвиговом слое между двумя потоками, дви-

жущимися с разной скоростью. 

        Методу сращиваемых асимптотических разложений свойственна 

потеря граничных условий. Нельзя ожидать, что внешнее разложение 

будет удовлетворять условиям, которые наложены во внутренней об-

ласти, и обратно, внутреннее разложение в общем случае не будет 
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удовлетворять условиям в удаленной области. Но потеря условий 

восполняется сращиванием.  

     Сращивание представляет собой основную черту метода. Возмож-

ность сращивания основана на существовании области перекрытия, в 

которой пригодны как внутреннее, так и внешнее разложения. Исполь-

зуя это перекрытие, можно получить точное соотношение между ко-

нечными частными суммами. Реализация этой возможности осуще-

ствимо только для возмущения параметра, которое неоднородно в ко-

ординатах или для возмущения координаты, которое неоднородно по 

другим координатам. Нельзя срастить два различных параметриче-

ских разложения, таких, как разложение для больших и малых значе-

ний числа Рейнольдса или числа Маха: невозможно срастить два раз-

личных координатных разложения, таких, как разложение для малых и 

больших значений времени или расстояния. Такие ряды могут пере-

крываться в том смысле, что они имеют общую область сходимости, 

но процесс аналитического продолжения дает только приближенное 

соотношение для некоторого конечного числа членов. 

     Существование области перекрытия означает, что внутреннее раз-

ложение внешнего разложения должно с точностью до соответствую-

щего порядка согласовываться с внешним разложением внутреннего 

разложения. Этот принцип распространяется на приближения высше-

го порядка при сохранении дальнейших членов в асимптотических 

разложениях.  

     Используется криволинейная ортогональная система координат  

(X, Y, Z), где  ось X -  направлена вдоль вогнутой поверхности в 

направлении течения, ось Y -  по нормали к поверхности, а ось  Z – 

перпендикулярно плоскости (X, Y). В выбранной системе координат 

уравнения Навье–Стокса могут быть записаны в безразмерной форме 

в следующем виде:  
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     Здесь координаты  X, Y, Z отнесены к L, компоненты скорости  U, 

V, W (вдоль осей  координат X, Y, Z соответственно) – к U  ,  давле-

ние P – отнесено к 

2U  (где  - плотность жидкости).  

     Отметим, что в дальнейшем используются только безразмерные 

переменные (независимые и искомые). 

     Предполагается, что кривизна вогнутой поверхности: 

K = L R = æ K <1,   K ~ O (1),    ε < æ < 1 

т.е. рассматриваются такие течения, когда число Гертлера велико: 

Ge = 2 Re 
½ L ⁄ R ~ O(æ⁄ε) > 1 

     Пусть «а», «b» и «с» - характерные толщина, протяженность и 

ширина пространственной возмущенной вихревой области течения. 

Очевидно,  эти величины должны быть больше характерной длины 

свободного пробега молекул жидкости О (ε2), иначе для исследова-

ния течения в областях с характерными размерами: 

∆x ~ O(b),  ∆y ~ O(a),  ∆z ~ O(c) 

уже нельзя будет использовать уравнения сплошной среды (1), по-

этому, также очевидно, справедливо следующее соотношение: 

ε 2 < a < с < b < 1 
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     Таким образом, схема исследуемого течения характеризует вязкий 

несжимаемый поток, где для его расчета будет использован метод 

сращиваемых разложений.  

Далее выполняется нелинейный асимптотический анализ 

уравнений Навье-Стокса для случая гидродинамической неустойчи-

вости течения в поле центробежных сил при больших значениях чи-

сел Рейнольдса и Гертлера. 

Тогда уравнения (1) могут быть сведены к следующей системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений и тривиальным крае-

вым условиям:                =++ 1

'

11 wU   

( ) 1111 " UUUY −=+   

                       ( ) 1

'

111 "2  −=++ UYY      (2) 

( ) 1111 " wwwY −=−   

( ) ( ) ( ) === 111 wU   

( ) ( ) ( ) === 111 wU   

     Cумма порядков последних уравнений равна семи, их можно пре-

образовать в одно однородное уравнение шестого порядка для функ-

ции ( )Y1 . Видно, что (2) – задача на собственные значения: для 

каждой величины 1  можно искать одно или несколько значений соб-

ственного числа,  , при которых существуют тривиальные решения 

этой системы уравнений. 

          Полезно сразу отметить, что в пределе при →1  уравнения 

(2) можно свести к одному однородному уравнению второго порядка 

для функции ( )yU , например, решение которого выражается через 

известные полиномы Чебышева – Лагерра и которое имеет дискрет-

ный спектр значений собственного числа: 
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      Далее, для численной реализации системы уравнений (2) 

введем новые обозначения:  ====
2

11111 2;;, ABAAuU  

тогда получатся два дифференциальных уравнения с соответствую-

щими граничными условиями: 

=+− uBYu )1(  

YuBYBYIV  −=+++− )1()2(  

0)()()0()0(0)()0( ====== uu  

     Данная система решалась методом прогонки. Для каждого значе-

ния инкремента нарастания амплитуды вихрей определялось соб-

ственное значение местного числа Рейнольдса. Причем, определя-

лись характеристики первых трех основных вихревых мод. Были полу-

чены зависимости компонент скорости от координаты «y», также для 

трех основных мод.  

 

    



32 

 

  Основные выводы.   В нелинейном приближении численно получе-

ны распределения компонент скорости по координате, зависимость 

местного числа Рейнольдса от инкремента роста амплитуды вихрей 

для первых трех основных вихревых мод.  

     Разработаны асимптотические методы решения уравнений Навье-

Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. Исследованы краевые за-

дачи гидроаэродинамики применительно к ламинарным оползневым и 

селевым течениям, а также вопросы перехода ламинарных течений к 

турбулентным потокам и развития вихрей Гертлера, возникающих в 

оползневых и селевых течениях. Данные решения могут найти также 

теоретическое и практическое применение в таких областях, как судо-

строение, в межлопаточных каналах и гидравлических процессах. 
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