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 Рассмотрим симметричный клин ВСА с углом 2α. Щеки СА и СВ 

считается проницаемыми. При сделанном выборе осей координат 

(рис.1) решение задачи упрощается. На поверхностях AD и BD модуль 

скорости равен модулю скорости набегающего потока 𝑉0. 
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Рис.2.0бласть течения в плос-
кости годографа = U — iV 

Рис.1. Карина течения в физической     
плоскости Ƶ = 𝑥 + 𝑖𝑦  
                                                                                                  

1. Изучения обтекания проницаемых поверхностей представляет 

большой теоретический и практический интерес [1], однако математи-

ческое исследование возникающих задач сопряжено со значительны-

ми трудностями. Обзор теоретических и экспериментальных работ по 

обтеканию проницаемых поверхностей несжимаемой жидкостью со-

держится в [1]. 
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В настоящей работе получено общее решение задачи в параметриче-

ской форме. 

2. Проницаемые щеки клина моделируются поверхностями гидроди-

намических разрывов с граничными соотношениями [2.3] 

                       [𝑉(𝑋;+0) = 𝑉(𝑋;−0) ≡ 𝑉𝑛]𝐶𝐴     (2.1)] 

|𝑑𝑤
𝑑𝑧⁄ |

𝐶𝐵
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,                     (2.2)       Κ ∗ 𝜌|𝑑𝑤

𝑑Ƶ⁄ | = 𝑃1 −

𝑃2            (2.3) 

которые выражают закон сохранения массы и линейный закон проте-

кания жидкости. Перед контуром в потоке течение безвихревое. За 

проницаемой поверхностью находится зона завихренного течения с 

прямолинейными линиями тона. Предположение о прямолинейности 

линий тока за контуром эквивалентно предположению о постоянстве 

давления во вторичном потоке. 

В области безвихревого движения перед контуром справедлив 

интеграл Бернулли.   𝜌(𝑈2 + 𝑉2) + 2𝑃 = 𝜌𝑉0
2 + 2𝑃0. 

Используя (2.3), получаем граничное условие задачи 

                                           𝑈1
2 + 𝑉1

2 + 2𝑎𝑈1 = 1,           (2.4) 

где 𝑈1 и 𝑉1 − безразмерные величины, 𝑎 =
𝐾

𝑉0
 

Формула (2.4) справедлив для области  Ʒ0, т.е. после преобразование 

области  к области Ʒ0(Ʒ0 = Ʒ 𝑒−𝑖𝛼)        (рис. 3). 

    −𝑣1                      B               
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Рис. 3 Область течения в плоскости годографа      Ʒ𝟎 = 𝒖𝟎 − 𝒊𝒗𝟎 

 

Ʒ0 
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3. В плоскости годографа скорости  области течения соответствует 

круговой луночке (рис.2). Свободные линии тока AD и BD на которых 

выполняется условие 𝒖𝟐 + 𝒗𝟐 = 𝟏,  переходит   в   дугу   единичной 

окружности, лежащую в первой четверти. Соотношение  (2.4) на про-

ницаемых поверхностях равносильно условию: 

(𝑼𝟏 + 𝒂𝟎)𝟐 + 𝑽𝟏
𝟐 = (√𝟏 + 𝒂𝟎

𝟐)𝟐, поэтому линии ВСА соответствует дуга 

окружности с центром в точке (-а; 0) и радиусом √𝟏 + 𝒂𝟎
𝟐, эта окруж-

ность пересекает ось 𝑼𝟏 в точке (√𝟏 + 𝒂𝟎
𝟐 − 𝒂𝟎 , 𝟎). 

Введем параметрическую переменную 𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝜂, такую, что в 

плоскости (t) области течения соответствует верхняя полуплоскость 

 𝐼𝑚(𝑡) > 0, а границе области течения соответствует действительная 

ось 𝜉 (рис.4).                                 𝜂 

                                               

 

     D              B               C                   A                D     

              −∞             -1                  0                +1               +∞   𝜉 

                              Рис.4 параметрическая плоскость  𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝜂. 

Найдем конформное отображение 𝜁 на   t   с    помощью    не-

скольких последовательных        конформных отображений [4]: 

 Ʒ1(𝑡) =
Ʒ + 1

Ʒ − 1
;     Ʒ2 = Ʒ1 + 𝑖𝑐𝑡𝑔𝑎;      Ʒ3 = Ʒ2𝑒𝑖𝜆0 ; 

Ʒ4 = 𝑙𝑛
Ʒ3

|Ʒ2𝑐 |
;     Ʒ4 = 𝑙𝑛 {

1 + 𝑡

1 − 𝑡
}
𝛽

(𝜆0 =
𝜋

2
+ 𝜃0;  𝛽 =

𝜃0

𝜋
) 

Здесь 𝜃0 −угол между касательными линиями в точке А(В)(рис.2). 

Отображение  (t) дает формула 

                Ʒ (𝑡) = −
1−𝑖𝑐𝑡𝑔𝑎+𝑛𝑒−𝑖𝜆0 {

1+𝑡

1−𝑡
}
𝛽

1+𝑖𝑐𝑡𝑔𝑎−𝑛𝑒−𝑖𝜆0 {
1+𝑡

1−𝑡
}
𝛽        (3.1)     (𝑛 = |𝜁2𝑐|)  
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В формуле (3.1) обеспечено нужное соответствие характерных 

точек границы: 

Ʒ(±∞) = 𝑒𝑖∝;    Ʒ(1) = 1;  Ʒ(−1) = 𝑒𝑖2∝;      Ʒ(±0) = {
𝑉𝑐

𝑉0

} 𝑒𝑖∝. 

4. Далее будем искать Z = Z(t). Сначала найдем вспомогательную 

функцию [4]:           𝜒(𝑡) = 𝑙𝑛
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑖𝑏,                                                (4.1) 

𝑎 = 𝑙𝑛 |
𝑑𝑧

𝑑𝑡
| ; 𝑏 = 𝑖𝑎𝑟𝑔 (

𝑑𝑧

𝑑𝑡
) ; 

Найдем b(t) при t = 𝜉 т.е. на действительный оси. 

 𝐷𝐵,       − ∞ < 𝜉 < −1,               𝑏(𝜉) = 𝜋 − 𝛼 + 𝑎𝑟𝑔𝜁(𝜉),  

𝐵𝐶,        − 1 < 𝜉 < 0,                    𝑏(𝜉) = 𝜋 − 2𝛼, 

𝐶𝐴,          0 < 𝜉 < 1,                       𝑏(𝜉) = 0, 

𝐴𝐷,         1 < 𝜉 < +∞,                 𝑏(𝜉) = 𝜋 − 𝛼 + 𝑎𝑟𝑔𝜁(𝜉) 

Λ(𝜉) = 𝑎𝑟𝑔 Ʒ(𝜉) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑉(𝜉, 0)

𝑈(𝜉, 0)
 

Для упрощения расчета сделаем дополнительное дробно-линейное 

преобразование верхней полуплоскости t на себя: 

 𝑡 → 𝑤,        𝑤 =
−𝑡

𝑡−
1

2

,        𝑡(𝑤) =
𝑤

2(𝑤+1)
. 

Перейдем к модифицированным функциям  𝜒1(𝑤), Λ1(𝛾), Λ2(𝛾): 

 𝜒(𝑤) =  𝜒[𝑡(𝑤)],    Λ1
∗ (𝛾) = −𝐾1Λ1 (

𝛾

2(𝛾+1)
) , Λ2

∗ (𝛾) = −𝐾2Λ2 (
𝛾

2(𝛾+1)
).  

(𝐾1 = 𝐾2 = 𝛼
𝜋⁄ ) 

В результате получаем следующую вспомогательную краевую 

задачу для отыскания в верхней полуплоскости W аналитической 

функции  𝜒1(𝑤) по значению ее мнимой части на действительной оси 

𝛾:                            −∞ <  𝛾 < −2,                             𝑏(𝛾) = 0, 

                              −2 < 𝛾 < −1,                              𝑏(𝛾) = (𝜋−∝) + 𝐾1Λ1
∗(𝛾), 

                              −1 < 𝛾 < −2
3⁄ ,                        𝑏(𝛾) = 𝜋 + 𝐾2Λ2

∗ (𝛾), 

                             −2
3⁄ < 𝛾 < 0,                            𝑏(𝛾) = 𝜋 − 2 ∝, 
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                              0 < 𝛾 < +∞,                               𝑏(𝛾) = 0. 

Следовательно функцию  𝜒1(w) можно восстанавливать по формуле 

Шварца [4]: 𝜒(𝑤) =
1

𝜋
∫

𝑙𝑚𝑋1(𝛾)

𝛾−𝑊

+∞

−∞
𝑑𝛾 + 𝐶 = 𝑙𝑛 {

2+𝑤

𝑤
 
2+3𝑤

2𝑤
}
∝

𝜋⁄ 𝑤

2+𝑤
 +

𝑎

𝜋
∫

Λ1   
∗ (𝛾)

𝛾−𝑊
𝑑𝛾 +

∝

𝜋

−1

−2
∫

Λ2   
∗ (𝛾)

𝛾−𝑊
𝑑𝛾 + 𝐶

−2
3⁄

−1
Используя (3.1)-(4.1), находим иско-

мую функцию z(t) в виде: 

Ƶ(𝑡) = −𝐶0 ∫ {
1 − 𝜏2

𝜏2
}

𝑎
𝜋⁄𝑡

0

𝜏

1 + 𝜏
𝑒𝑥𝑝 (

∝

𝜋
∫

Λ1
∗ (𝛾)

𝛾 − 𝑊

−1

−2

𝑑𝛾

+
∝

𝜋
∫

Λ2
∗ (𝛾)

𝛾 − 𝑊

−2
3⁄

−1

)𝑑𝜏                                              (4.3) 

 

где 

Λ1
∗ (𝛾) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

sin 2 ∝ (2 + 3𝛾)2𝛽 + cos 𝜃0(4 + 4𝛾 − 3𝛾2)𝛽

(2 + 3𝛾)2𝛽 + 2𝑐𝑡𝑔𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃0(4 + 4𝛾 − 3𝛾2)𝛽
  

. 

Λ1
∗(𝛾) = Λ2

∗ (𝛾)                                                 (4.4) 

Формулы (3.1) и (4.3) дают общее решение задачи о на бегании 

плоского потока идеальной несжимаемой жидкости на симметричную 

плоскую проницаемую поверхность. Положительная действительная 

постоянная 𝐶0 в (4.3) определяется из условии, что длина щеки клина 

|СА| = |СВ| равна :  

|𝐶𝐴| = 𝑙1 = −𝐶0 ∫ {
−𝜏2

𝜏2
}

𝑎
𝜋⁄−1

0

𝜏

1 + 𝜏
𝑒𝑥𝑝 (

∝

𝜋
∫

Λ1
∗(𝛾)

𝛾 − 𝑊

−1

−2

𝑑𝛾

+
∝

𝜋
∫

Λ2
∗ (𝛾)

𝛾 − 𝑊

−2
3⁄

−1

𝑑𝛾)                                           (4.5) 

 

С помощью формуле (3.1) и (4.3) можно вычислить давление в 

каждой точке области течения. 
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