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Существующие в настоящее время экспериментальные методы 

определения остаточных напряжений разделяются на механические и 

физические. Наиболее распространенными и универсальными явля-

ются механические методы, основанные на разгрузке объема матери-

ала при его освобождении от остаточных напряжений. Разгрузка ма-

териала от остаточных напряжений может производиться либо с пол-

ным разрушением, либо частичным разрушением объекта исследова-

ния.  

 Физические методы не требуют разрушения исследуемого мате-

риала для определения остаточных напряжений, но относительная 

трудоемкость при изучении физико-механических свойств ограничива-

ет их возможность. Используемым в настоящее время физическим 

методам определения остаточных напряжений относятся методы: по-

ляризационно-оптический, магнитоупругости, рентгенографический, 

голографической интерферометрии, акустической эмиссии, ультразву-

ковой и т.д. Высокая эффективность поляризационно-оптического ме-

тода обеспечивается наглядностью и надежностью получаемых ре-

зультатов, возможность простыми средствами и способами каче-

ственного и количественного определения напряжений. Поэтому этот 
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метод является одним из основных экспериментальных методов ис-

следования остаточных напряжений.  

В виду проблем определения остаточных напряжений в массиве 

горных пород и трудностей возникающие при аналитическом решении 

задач связанных с остаточными напряжениями, актуальными стано-

вятся вопросы разработки комбинированных экспериментально-

расчетных методов решения таких задач. В этих методах, на базе по-

лученных экспериментальных данных измерения остаточных напря-

жений строятся расчеты по определению напряжений на основе из-

вестных теорий и численных методов, которые затем проверяются 

экспериментально и выбираются оптимальные параметры для кон-

кретных объектов[1].  

 Для проведения экспериментальных исследований остаточных 

напряжений были изготовлены из оптически активного материала по 

известной методике и технологии, образцы в форме правильного па-

раллелепипеда, моделирующие образцы горных пород [2, 3]. 

 Экспериментальные данные по оптическому моделированию 

распределения остаточных напряжений в образцах были представле-

ны через главные нормальные и максимальные касательные напря-

жений[2]. Для анализа и последующего использования этих данных 

при математическом моделировании необходимы горизонтальные и 

вертикальные компоненты нормальных напряжения и касательные 

напряжения. Так как горизонтальные и вертикальные нормальные 

напряжения вычислены в результате обработки данных эксперимента, 

то остается вычислить касательные по известным выражениям. Нами 

для этого использована следующая формула, по которой определяет-

ся и знак касательных напряжений[2]:  

 

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 sin 2𝛼, 
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где  - угол главного направления, определяемый в ходе эксперимен-

та.  

 После статистической обработки опытных данных мы получаем 

результаты в виде таблиц или графиков. Во многих случаях ставятся 

задачи определить на основе полученных таблицам или графиков 

аналитическое выражение аппроксимирующую (или интерполирую-

щую) функцию для опытных данных. Наиболее распространенным яв-

ляется в этом случае приближение по методу наименьших квадратов 

с использованием полинома или тригонометрических функций. Экспе-

риментальные данные это в основном дискретные величины. Поэто-

му, для получения на их основе функциональных зависимостей и по-

следующего математического анализа, применение формул Бесселя 

позволяет перейти от дискретных значений эксперимента к прибли-

женным математическим функциям, разложенных в ряды Фурье. При 

этом, средняя квадратическая ошибка равной 𝛿2 =
1

𝑇
∫[𝑓(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)]2𝑑𝑥 

будет наименьшей. 

 При исследовании в лабораторных условиях поляризационно-

оптическим методом моделирования образцов из твердого оптически 

активного материала с остаточными напряжениями [3], были получе-

ны величины главных и максимального касательного напряжений, в 

виду специфики метода, по горизонтальной и вертикальной сечениям 

вдоль осей симметрии образца. Для анализа были выбраны однород-

ные образцы из оптически активного материала с остаточными 

напряжениями. Математическая обработка лабораторных данных и их 

последующий анализ проведены с использованием приближенного 

гармонического анализа в виду периодического изменения величин 

напряжений, полученных экспериментальным путем[5].  
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 По данным для 14 однородных образцов с остаточными напря-

жениям [3], были вычислены коэффициенты рядов Фурье a0, ak и 

bk(k=1, 2, …, 13) на основе формул Бесселя[4, 5]: 

горизонтальное сечение 

𝜎𝑥 =
𝑎0

2
+ ∑(𝑎𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝑏𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

, 

𝜎𝑦 =
𝑎0̅̅ ̅

2
+ ∑(𝑎𝑘̅̅ ̅𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝑏𝑘

̅̅ ̅𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥),

𝑛

𝑘=1

                      (1) 

𝜏𝑥𝑦 =
𝑎0̃

2
+ ∑(𝑎𝑘̃𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝑏𝑘̃𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

,  

вертикальное сечение 

𝜎𝑥 =
𝛼0

2
+ ∑(𝛼𝑗𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝛽𝑗𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑚

𝑗=1

, 

𝜎𝑦 =
𝛼0̅̅ ̅

2
+ ∑(𝛼𝑗̅𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝛽𝑗̅𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦),

𝑛

𝑘=1

                          (2) 

𝜏𝑥𝑦 =
𝛼0̃

2
+ ∑(𝛼𝑗̃𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝛽𝑗̃𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑛

𝑗=1

.  

 

где 𝑎0, 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 , 𝑎0̅̅ ̅, 𝑎𝑘̅̅ ̅, 𝑏𝑘
̅̅ ̅, 𝑎0̃, 𝑎𝑘̃, 𝑏𝑘̃– соответствующие коэффициенты 

ряда Фурье по горизонтальному сечению, 𝛼0, 𝛼𝑗, 𝛽𝑗, 𝛼0̅̅ ̅, 𝛼𝑗̅, 𝛽𝑗̅, 𝛼0̃, 𝛼𝑗̃, 𝛽𝑗̃ 

– по вертикальному сечению, ω и w – круговые частоты по длине и 

высоте образца соответственно. 

 По описанной в [5] методике, составлена программа расчета на 

языке Паскаль. Для проверки точности полученных результатов, были 

построены графики исходных и расчетных данных. Эти графики сов-

падают во всех точках.  

 Для анализа более наглядное представление имеют отображе-

ние полученных данных в виде графиков. Ниже приводятся графики 
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средних величин коэффициентов a0, ak и bk рядов Фурье для компо-

нентов напряжений σx, σy и τxy по горизонтальному и вертикальному 

сечениям.Из рисунка1 видно, что наибольшее значение по абсолют-

ной величине имеет коэффициент a0, при этом максимальное значе-

ние равно 13,6, а минимальное – -30,92, т.е. разброс значений 44,52. 

Среднее значение по 14 данным равно -2,61. По мере увеличения по-

рядка коэффициента значение по абсолютной величине уменьшается 

в среднем до a7=-0,071, а затем после небольшого роста, наименьше-

го значения достигает при коэффициентеa10=0,013. 

 По формулам (1, 2) значение коэффициентов b0 и bkравны нулю, 

поэтому наибольшего по абсолютной величине значение принимает 

коэффициента b2, которая равна -1,463. Далее по мере увеличения 

порядка коэффициента, если рассматривать коэффициенты до b10, 

так как в последующих коэффициентах уменьшается общее число ва-

рьируемых величин, то минимального значения по среднему, достига-

ется при коэффициенте b8=0,018.  

 Из рисунка 1 следует, что для приближенного анализа x по го-

ризонтальному сечению достаточно взять до восьмых коэффициен-

тов, потому что b8=0,018 и далее коэффициенты при bk незначительно 

растут и начинают колебаться вокруг нулю. Последний коэффициент 

bk должен быть равен нулю согласно формулам (1, 2), тогда если при-

нят b8=0, то погрешность при этом составит 1,8%. а для a8 – 2,3%. 

 

   x 

 

   y 
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   xy 

Рис 1. Коэффициенты ряда Фурье 

по   горизонтальному сече-

нию. 

 

   x 

 

   y 

                         xy  

 

Рис. 2. Коэффициенты ряда Фурье 

по вертикальному сечению. 

 Для проверки данного предположения рассмотрим рисунки с 

графиками для остальных компонент напряжения по обоим сечениям. 

Из рисунков 1и 2 видно, что коэффициенты b8 для компонентов 

напряжений по обоим сечениям очень близки к нулю и колебания зна-

чений как по bk, так и по ak начинает затухать. После a8 и b8, они начи-

нают расти, хотя и незначительно.  
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 По горизонтальному сечению коэффициенты a0 для x и y име-

ют отрицательные значения, тогда как по вертикальному они положи-

тельны. Остальные ak колеблются в интервале [-2, 2] постепенно при-

ближаясь к нулю для a7 (a8 для y по вертикальному сечению), а затем 

начинают незначительно расти. Коэффициенты bk этих компонент по 

обоим сечениям колеблются в интервале [-4, 1], принимая максималь-

ное значение по абсолютной величине при коэффициентах b1. При 

этом, обратно для a0, эти значения положительны по горизонтальному 

сечению и отрицательны по вертикальному.  

 Характерен для этих графиков и поведение коэффициентов a1, 

которые принимают наибольшие значения после коэффициентов a0 и 

противоположны им по знаку, т.е. если a0 имеет максимум по графику, 

то a1 имеет минимум и наоборот. Для тангенциальных напряжений при 

максимальном значении a0 минимум достигается при a3.  

 Коэффициенты a0  для тангенциальных напряжений по обоим се-

чениям положительны и приблизительно равны по значениям, a01,2 

(горизонтальное сечение) и a01,25 (вертикальное сечение). Далее ко-

эффициенты ak колеблются в интервале значений [-0,5; 0,3], а коэф-

фициенты bk– [-0,4; 0,2]. Коэффициенты bk достигают экстремумов при 

различных значениях. По горизонтальному сечению максимум при b7, 

минимум приb9, а по вертикальному максимум при b3, минимум приb2. 

 По характеру поведения коэффициенты ряда Фурье для танген-

циальных напряжений резко отличаются от характера поведения для 

нормальных напряжений. Большие колебания значений имеются как в 

начале, так и в конце. 

 На основе вышесказанного можно заключить, для анализа экс-

периментальных данных, имеющее большое количество экстремумов 

и большую величину разности между ближайшими наибольшими и 

наименьшими значениями данных результативно использование гар-

монического анализа[1, 2].Из анализа коэффициентов ряда Фурье, 
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найденным по экспериментальным данным для однородных образцов, 

следует, что для приближенного анализа можно усечь ряд Фурье до a8 

и b8, после которых значения коэффициентов по абсолютной вели-

чине начинают снова расти. Коэффициенты a0  для тангенциальных 

напряжений по обоим сечениям принять равными по значениям.  

 Функция напряжений F(x,y), в этом случае, может быть выражена 

через суммы тригонометрических функций аргументов x и y, следую-

щего вида:  

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑛(𝑥) × 𝐶𝑚(𝑦) + 𝑞(𝑥, 𝑦) = [
𝐴0

2
+ ∑(𝐴𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝐵𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

] × 

× [
𝐴0
̅̅ ̅

2
+ ∑(𝐴𝑗̅𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝐵𝑗̅𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑚

𝑗=1

] +
𝑑1

2
𝑥2 + 𝑑2𝑥𝑦 +

𝑑3

2
𝑦2 

гдеq(x,y) – полиномы, уточняющие выражения для компонент напря-

жений, найденных через функцию напряжений,𝐴0, 𝐴𝑘 , 𝐴0
̅̅ ̅, 𝐴𝑘

̅̅̅̅ , 𝐵𝑘, 𝐵𝑘
̅̅̅̅ , − 

коэффициенты одинарного ряда вида (1) и (2). Тогда выражения для 

определения компонент напряжений принимают простой вид 

𝜎𝑥 =
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
= − [∑ 𝑘2𝜔2(𝐴𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝐵𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

] × 

× [
𝐴0
̅̅ ̅

2
+ ∑(𝐴𝑗̅𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝐵𝑗̅𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑚

𝑗=1

] + 𝑑1 , 

𝜎𝑦 =
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= − [

𝐴0

2
+ ∑(𝐴𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 + 𝐵𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

] × 

× [∑𝑗2𝑤2(𝐴𝑗̅𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 + 𝐵𝑗̅𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑚

𝑗=1

] + 𝑑3 

𝜏𝑥𝑦 = −
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= −[∑ 𝑘𝜔(𝐵𝑘𝑐𝑜𝑠𝑘𝜔𝑥 − 𝐴𝑘𝑠𝑖𝑛𝑘𝜔𝑥)

𝑛

𝑘=1

] × 
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× [∑ 𝑗𝑤(𝐵𝑗̅𝑐𝑜𝑠𝑗𝑤𝑦 − 𝐴𝑗̅𝑠𝑖𝑛𝑗𝑤𝑦)

𝑚

𝑗=1

] − 𝑑2,  
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