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Рассматривается боковое  растекание и протекание потока иде-

альной несжижаемой жидкости при взаимодействии с проницаемой 

глиссирующей бесконечной поверхностью. Рассматриваемая задача 

была решена нами, когда глиссирующая пластинка расположена, пер-

пендикулярна к поверхности жидкости [4]. В данной работе рассмат-

ривается более общий случай, т.е. глиссирующая пластинка наклоне-

на к поверхности жидкости под углом 𝛼0 (𝛼0 – угол атаки). 

Исследование обтекания жидкости через проницаемую поверх-

ность представляет большой теоретический и практический интерес 

[2], однако математическое изучение возникающих задач сопряжено 

со значительными трудностями. 
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Рис.1 Картина течения в физической плоскости 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 
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Пусть поток со свободной поверхностью набегает на бесконеч-

ную проницаемую пластинку(Рис.1), установленную у поверхности по-

тока. Нас будет интересовать только нахождения 𝑊и 𝑑𝑤/(𝑣0𝑑𝑧) в па-

раметрической форме [1]. Для решения задачи отобразим области 

изменения𝜁 = 𝑑𝑤/(𝑣0𝑑𝑧) на верхней полуплоскости параметрического 

переменного 𝑡(𝐽𝑚𝑡 ≥ 0) (Рис.3). Для нахождения 𝑊(комплексный по-

тенциал течения) используется метод особых точек С.А. Чаплыгина 

[1]. 

 Встретившись с пластинкой, поток раздваивается и растекаясь 

перед пластинкой в поперечных направлениях и полностью или ча-

стично просачивается через него. Проницаемый контур моделируется 

поверхностью гидродинамического разрыва с граничными соотноше-

ниями вида [2]: 

   𝑉(𝑥 + 0) = 𝑉(𝑥 − 0) ≡ 𝑉𝑛   (1) 

   𝐾. 𝑝𝑉𝑛 = 𝑃(𝑥 − 0) − 𝑃(𝑥 + 0)  (2) 

   𝑈(𝑥 + 0) = 0    (3) 

 Эти соотношения выражают закон сохранения массы, линейный 

закон протекания и свойство контура гасит касательную составляю-

щую импульса в пересекающих его жидких частицах. 

 На поверхностях струи 𝐴𝐸𝐻 и 𝐵𝐻модуль скорости равен модулю 

скорости набегающего потока 𝑉0. Зона постоянного давления за про-

ницаемой пластинкой  простирается в бесконечность. 

 Рассматривается следующая схема течения. Перед пластинкой в 

потоке (𝑦 < 0) течение безвихревое. За проницаемой поверхностью 

(𝑦 > 0)находится зона завихренного течения с прямолинейными лини-

ями тока. Предположение о прямолинейности линий тока за пластин-

кой эквивалентно предположению о постоянстве давления во вторич-

ном потоке. 



72 

 

 В области безвихревого движения (𝑦 < 0) перед контуром спра-

ведлив интеграл Бернулли 𝜌(𝑢2 + 𝑣2) + 2𝜌 = 𝑝𝑢∞
2 + 2𝜌∞. Исходя из вы-

шеизложенных условий, получаем граничное условие[2]: 

(𝑢2 + 𝑣2) + 2𝑎𝑣 = 1   (4)  

где 𝑢, 𝑣 – безмерные величины, 𝑎 = 𝑘/𝑢∞(𝑢∞ = 𝑣0). 

Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 – комплексная координата точки в физической 

плоскости, 

𝜁 = 𝑑𝑤/(𝑣0𝑑𝑧) = 𝑢 − 𝑖𝑣; - комплекснаяскорость течения. Для функции 

𝜁(𝑧)в области течения 𝐻𝐵𝐶𝐴имеются следующие краевые условия: на 

𝐻𝐶– условие непроницаемости 𝑢 = 0 (следствие симметрии), на 

𝐴𝐶𝐵 соотношение (4) для проницаемой границы, на свободных линиях 

тока 𝐵𝐻 и 𝐻𝐸𝐴 – условие постоянства давления, которое эквивалентно 

условию - 𝑢2 + 𝑣2 = 1. 
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Рис.2 Область течения в плоскости годографа 𝜁 = 𝑢 − 𝑖𝑣 

 

Построим решения в области безвихревого движения. В плоско-

сти годографа скорости𝜁 = 𝑢 − 𝑖𝑣области течения соответствует круго-

вая луночка (Рис.2). Свободные линии тока 𝐵𝐻 и𝐴𝐻, на которых выпол-

няется условие 𝑢2 + 𝑣2 = 1, переходят в дугу единичной окружности, 
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лежащую в нижней половине плоскости 𝜁. Соотношение (4) на прони-

цаемой поверхности равносильно условию (𝑣 + ɑ)2 + 𝑢2 = (√1 + ɑ2)2 , 

поэтому линии 𝐴𝐶𝐵соответствует дуга окружности с центром в точке 

(0; 𝑎) и радиусом 𝑅 = (√1 + ɑ2)2 , эта окружность проходит через точки 

с координатами (±1,0) и пересекает ось 𝑣в точке (0, 𝑎 + √1 + 𝑎2)(Рис.2). 

Введем параметрическую переменную 𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝑛, такую, что в 

плоскости 𝑡 области течения соответствует верхняя полуплос-

кость𝐽𝑚𝑡 > 0 , а границе области течения 𝐻𝐵𝐶𝐴соответствует действи-

тельная ось 𝜉. Конформное отображение 𝜁на𝑡 осуществляется с помо-

щью нескольких последовательных конформных отображений [1,3] и 

она дается формулой: 

𝜁 =
𝑣

𝑣0
𝑒−𝑖𝜃; 𝜁1 = −𝜁 ; 𝜁2 =

1

𝜁1−1
; 𝜁3 = 𝜁2 +

1

2
; 𝜁4 = 𝜁3𝑒

𝑖𝜆0; 

𝜁5 = 2𝜁4; 𝜁6 = (𝜁5)
𝜋/𝜃0; 𝜁6 =

(1+𝑡)

(1−𝑡)
;𝜆0 = 𝜃0 +

𝜋

2
  (4a) 

    𝜁(𝑡) = − {1 −
2𝑒 𝑖𝜆0

𝑒 𝑖𝜆0−(
1+𝑡

1−𝑡
)
𝛼

𝜋⁄
} ;   (5)   

Здесь 𝜃0 – угол между касательными линиями к окружностям в 

точке𝐴(𝐵)(Рис.2). Легко убедиться в правильности формулы (5). 

Обеспечено нужное соответствие характерных точек границы: 

𝜁(1) = −1;          𝜁(−1) = 1;          𝜁(−ℎ) = 𝑒−𝑖𝛼0 ;          𝜁(0) = −𝑖𝑟;          

(𝑟 = 𝑣𝐻/𝑣0) 

В предельном течении, т.е., при 𝜃0 =
𝜋

2
,  𝜆0 = 𝜋, имеем задачу о 

глиссирующей непроницаемой пластинке [1]: 

𝑑𝑤

𝑣0𝑑𝑧
= −

1

𝑡
+ 𝑖

√𝑡2−1

𝑡
;     (6) 

Найдем теперь функцию 𝑤(𝑡). 

 Комплексный потенциал 𝑤имеет логарифмические особенности 

в точках 𝐻и 𝐴, соответствующих бесконечно удаленным точкам струи. 

Поэтому производная 𝑑𝑤/𝑑𝑡 имеет полюсы в точках 𝑡 = −ℎ и 𝑡 = 1. 

 

t 
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Рис. 3. Параметрическая плоскость 𝑡 = 𝜁 + 𝑖𝜂 

 

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −

𝑁

(𝑡+ℎ)2
+

𝛿𝑣0

𝜋
∗

ℎ+1

(1−𝑡)(𝑡+ℎ)
   (7) 

Так как  
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 0в точке𝐶(𝑡 = 0), то из этого условия находится постоян-

ная:   𝑁 =
𝛿𝑣0

𝜋
ℎ(1 + ℎ)    (8) 

Таким образом, для комплексного потенциала можно записать фор-

мулу в виде: 

   𝑊(𝑡) =
𝛿𝑣0

𝜋
[
ℎ(ℎ+1)

(𝑡+ℎ)
− 𝑙𝑛 (

(1−𝑡)

𝑡+ℎ
)]  (9) 

Формулы (5) и (9) дают общее решение задачи в параметрической 

форме. Из (5) и (9) имеем: 

   𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑖𝑑𝑦 =
𝛿

𝜋

1

𝜁

(1+ℎ)∗𝑡

(𝑡+ℎ)2
𝑑𝑡  (10) 

С помощью формулы (5) можно найти направление набегающего по-

тока в бесконечности. 

Совершая обход по бесконечно малой полуокружности вокруг точки 

𝑡 = −1(точка 𝐵)против часовой стрелки найдем, что на участке 𝐵𝐻: 

𝑑𝑤

𝑣0𝑑𝑧
= 𝑒−𝑖𝜃 =

1−𝐴2𝛾

1−2𝐴𝛾𝑐𝑜𝑠𝜆0+𝐴2𝛾
− 𝑖

1−2𝐴𝛾𝑠𝑖𝑛𝜆0

1−2𝐴𝛾𝑐𝑜𝑠𝜆0+𝐴2𝛾
 (11) 

Здесь 𝜆0 = 𝜃0 +
𝜋

2
; 𝛾 =

𝜃0

𝜋
;  𝐴 =

(1+𝑡)

(1−𝑡)
; 

Угол наклона к оси 𝑋на свободной поверхности𝐵𝐻  равен: 

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣(𝑡)

𝑢(𝑡)
     (12) 

Где{
𝑈 =

(𝑡−1)2𝛾−(𝑡+1)2𝛾

(𝑡−1)2𝛾−(𝑡+1)2𝛾−2𝑐𝑜𝑠𝜆0∗(𝑡2−1)𝛾∗𝑒𝑖𝜃0

𝑉 =
2(1+𝑡)2𝛾∗𝑠𝑖𝑛𝜆0

(𝑡−1)2𝛾−(𝑡+1)2𝛾−2𝑐𝑜𝑠𝜆0∗(𝑡
2−1)𝛾∗𝑒𝑖𝜃0

   (13) 
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В предельном случае (𝜃0 =
𝜋

2
, 𝜆0 = 𝜋) имеем: 

     𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔√𝑡2 − 1 

В бесконечно удаленной точке 𝐻𝑡 = −ℎ, откуда угол наклона век-

тора скорости к оси𝑋 в бесконечности равен: 

 𝜃∞ = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣(ℎ)

𝑢(ℎ)
    (14) 

Этот угол является углом атаки 𝛼0пластинки: 

     𝛼0 = 𝜃∞ 

Расчеты сопротивления подъемной силы и положения центра 

давления на глиссирующей пластинке будут рассмотрены в следую-

щих работах авторов. 
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