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1. Рассматривается симметричное струйное обтекание проницаемого 

клина с углом раствора 2𝛼 патокам жидкости, вытекающей из канала, 

ограниченного плоскими стенками (рис. 1). 

Поток ограничен параллельными стенками оси Х, расстояние между 

стенками равно 2h. Набегающий поток имеет в бесконечности ско-

рость 𝑉∞ = 𝑉𝐻 . Скорость насвободой поверхности равна 0V . Ввиду сим-

метрии течения нам достаточно будет исследовать верхнюю половину 

течения, заменив оси симметрии Х твердой стенкой. 
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        Рис.1.Картина течения в физической плоскости  z = х+iy. 

2. Примем следующую схему течения. Перед клином в потоке (Х<0) 

течение безвихревое. За проницаемой поверхностью(Х>0) находится 

зона завихревого течения с прямолинейными линиями тока. Предпо-
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ложение о прямолинейности линий тока за контуром эквивалентно 

предположению о постоянстве давления во вторичном потоке. В об-

ласти безвихревого движения Х<0  перед контуром справедлив инте-

грал Бернулли 

𝜌(𝑈 + 𝑉2) + 2𝑃 = 𝜌𝑉0
2 + 2𝑃0                   (2.1) 

используя, линейный закон протекания, а так же закон сохранения 

массы и постоянстве давления во вторичном потоке, получим гранич-

ное условие [2;3] 

𝑈2 + 𝑉2 + 2𝛼0𝑈 = 1,                                (2.2) 

позволяющее находить потенциальное течение перед контуром неза-

висимо от обтекания в целом. ( U и V-безразмерные величины, 𝛼0 =

𝐾
𝑉𝑜⁄ ) 

3. В плоскости годографа скоростиʒ𝑍 = 𝑈 − 𝑖𝑉 области СВЕАН, соот-

ветствует половина круговой луночки (рис.2). Свободные линии тока 

ВЕ и АЕ, на которых выполняется условие 𝑈2 + 𝑉2 = 1, переходят в 

дугу единичной окружности, лежащую в четвертой четверти. Соотно-

шение (2.2) на проницаемой поверхности равносильно условию  

(𝑈 + 𝛼0)
2 + 𝑉2 = (√1 + 𝛼0

2)2,                               (3.1), 

поэтому линия СВ соответствует дуга окружности с центром в точке 

(−𝛼, 0) и радиусом √1 + 𝛼0
2,  эта окружность  пересекает ось U в точке 

(√1 + 𝛼0
2 − 𝛼, 𝑜). 

Линия НА соответствует стенкам канала, а НС соответствует луч НС 

действительной оси Х (рис.2). 

 Введем параметрическую переменную 𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝜂, такую, что в 

плоскости tобласти течения соответствует верхняя полуплоскость 

ℐ𝑚(𝑡) > 0,а границе области течения НСВЕА соответствует действи-

тельная ось 𝜉 (рис.3). 
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 Найдем конформное отображение ʒ𝑍 =
𝑑𝑤

𝑉0𝑑𝑧
 на t с помощью не-

скольких последовательных конформных отображений. 

ʒ𝑍(𝑡) = −𝑒−𝑖𝛼
1 + 𝑍ʒ

1 − ʒ𝑍
;                   𝑍 ʒ2 = 𝑍ʒ1 + 𝑖

sin 𝛼

1 − cos 𝛼
; 

ʒ𝑍3 = ʒ2ℯ
−𝑖𝜆0 ;                              𝑍ʒ4 = 𝑙𝑛

ʒ3

|ʒ3𝑐|
;               𝑍ʒ4 = 𝑙𝑛 {

1 + 𝑡

1 − 𝑡
}
𝜆/1

 

𝜆0 = 𝜋 + 𝜃0;    𝜆1 =
𝜋

2
+ 𝜃0;    𝜃0 –угол между касательными линиями к 

окружностям в точке В. (рис.2). 

 

 

                          𝜂                                                       -V 
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                                                     E   

                                        B    

             𝜃0    

Рис.3. Параметрическая                             Рис.2. Область течения в 

плоскость 𝑡 = 𝜉 + 𝑖𝜂                                плоскости годографа ʒ𝑍 = 𝑈 −

𝑖𝑉. 

 

Отображениеʒ 𝑍(𝑡)дает формула 

ʒ𝑍(𝑡) = −ℯ−𝑖𝒶
1 − cos 𝛼 − 𝑖 sin 𝛼 + ℯ−𝑖𝜆0  𝑛 {

1 + 𝑡
1 − 𝑡

}

𝜆1 𝜋⁄

1 − cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 − ℯ−𝑖𝜆0 𝑛 {
1 + 𝑡
1 − 𝑡

}

𝜆1 𝜋⁄
                (3.2) 

 

𝑛 = |𝑍ʒ3𝐶| = |𝑍ʒ3𝐸|. 

ʒ𝑍3𝐸 = 𝑖 (
sin 𝛼

1 − cos 𝛼
−

sin 𝛼 cos 𝛽 − cos 𝛼 sin 𝛽

1 − cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽
)                      (3.3) 

t 
Z 
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Формулу (3.2) нетрудно проверить непосредственно. В самом деле, 

определенная с помощью (3.2) функцияʒ(𝑡)всюду в верхней полуплос-

кости 𝑡   (ℐmt ≥ 0) аналитична. Следовательно, остается только про-

верить выполнения граничных условии или, что одно и тоже соответ-

ствие (3.2) с рис. 2и3. В формуле (3.2) обеспечено нужное соответ-

ствие характерных точек границы. 

ʒ𝑍(1) = ℯ−𝑖𝛼;       𝑍ʒ(−1) = 1 

На линии АВ имеем также |𝑍ʒ(𝑡)| = 1,    (−∞ < 𝜉 ≤ −1,   1 ≤ 𝜉 < +∞). 

Далее, на действительной оси −1 < 𝜉 < 0  и  0 < 𝜉 < 1. 

 Функция ʒ𝑍(𝑡) принимает действительные положительные зна-

чения. Обходя в верхней полуплоскости t точку С (t=0) против часовой 

стрелки по бесконечно малой полуокружности, убеждаемся, что аргу-

мент 𝑍 ʒ(𝑡)на ВС (0 < 𝑡 ≤ 1) равен 𝛼 = 𝜋𝜂, т.е. граничные условия всю-

ду выполняются. 

4. Далее, будем находить z=z (t). 

Сначала, найдем вспомогательную функцию [3] так называемую 

функцию Х.А. Рахматулина: 

Ω(𝑡) = 𝑙𝑛
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑎 + 𝑖𝑏.                                      (4.1) 

Найдем b(t)при𝑡 = 𝜉, на действительной оси. При этом имеем: 

−∞ < 𝜉 < −1,       𝑏(𝜉) = 𝛽 + Λ𝐼(𝜉), 

−1 < 𝜉 < −ℎ 𝑏(𝜉) = 𝜋, 

−ℎ < 𝜉 < 0,        𝑏(𝜉) = 0, 

0 < 𝜉 < 1,   𝑏(𝜉) = 𝛼, 

1 < 𝜉 < +∞,      𝑏(𝜉) = 𝛽 + Λ2(𝜉). 

Λ𝑖(𝜉) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑉(𝜉𝐼0)

𝑈(𝜉𝐼0)
,           (𝑖 = 1,2) 

Для упрощения расчета сделаем дополнительное дробно-линейное 

преобразование верхней полуплоскости t на себя 

𝑡 → 𝑊;         𝑊 =
𝑡

𝑡 + 1/2
,        𝑡(𝑊) =

𝑊

2(1 − 𝑊)
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Обозначая𝛾 = 𝑅𝑒(𝑊), перейдем к модифицированным функциям  

Ω𝐼(𝑊) и Λ𝑖(𝛾)(𝑖 = 1,2). 

Ω𝐼(𝑊) = Ω[𝑡(𝑊)],Λ𝑖(𝛾) = 𝐾𝑖Λ𝑖 (
𝛾

2(1 − 𝛾)
)         (4.2) 

В итоге получаем следующую вспомогательную краевую задачу 

для отыскания в верхней полуплоскости W аналитической функ-

ции Ω𝐼(𝑊) 

по значению еемнимойчасти на действительной оси 𝛾: 

−∞ < 𝛾 < 0,          ℐ𝑚 (Ω𝐼) = 0, 

0 < 𝛾 <
2

3
,              ℐ𝑚 (Ω𝐼) = 𝑎, 

2

3
< 𝛾 < 1,              ℐ𝑚 (Ω𝐼) = 𝛽 + 𝐾𝐼 ∗ Λ𝐼(𝛾), 

1 < 𝛾 < 2,             ℐ𝑚 (Ω𝐼) = (−𝜋 + 𝛽) + 𝐾2 ∗ Λ𝐼(𝛾), 

2 < 𝛾 < ℎ𝐼 ,             ℐ𝑚 (Ω𝐼) = 𝜋, 

ℎ𝐼 < 𝛾 < +∞,       ℐ𝑚 (Ω𝐼) = 0. 

Следовательно, эту функцию можно восстановить, но интегральной 

формуле Шварца [4]: 

Ω𝐼(𝑊) =
1

𝜋
∫

ℐ𝑚 Ω𝐼(γ)

𝛾 − 𝑊

+∞

−∞

𝑑𝛾 + 𝐶.                                 (4.3) 

( С-произвольная действительная постоянная). 

 После вычисления, имеем Ω𝐼(𝑊) = 𝑙𝑛 {
𝑊−

2

3

𝑊
}

𝛼/𝜋

{
2−𝑊
2

3
−𝑊

}

𝛽

𝜋

{
1−𝑊

2−𝑊
∗

ℎ𝐼−𝑤

2−𝑊
} +

𝛽

𝜋
{∫

Λ𝐼(𝛾)

𝛾−𝑊
𝑑𝛾 + ∫

Λ2(𝛾)

𝛾−𝑊

2

1

𝐼
2

3

𝑑𝛾} + 𝐶.                            (4.4) 

(ℎ𝐼 =
2ℎ

2ℎ − 1
). 

Используя (3.2)-(4.1), находим искомую функцию Z(t) в виде: 
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𝑍Ƶ(𝑡) =

= 𝐶0 ∫{
𝜏 − 1

𝜏
}

𝛼
𝜋

𝑡

0

{
𝜏 + 1

1 − 𝜏
}

𝛽
𝜋
{
ℎ𝐼(1 + 2𝜏) − 2𝜏

4(1 − 𝜏)2
} 𝑒𝑥𝑝

[
 
 
 𝛽

𝜋
(∫

Λ1(𝛾)

𝛾 −
2𝜏

2𝜏 + 1

𝐼

2
3

𝑑𝛾

+ ∫
Λ2(𝛾)

𝛾 −
2𝜏

2𝜏 + 1

2

1

𝑑𝛾)

]
 
 
 

𝑑𝜏                                                                                              (4.5) 

где Λ1(𝛾) = Λ2(𝛾) = 𝛽 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑣(𝛾; 0)

𝑢(𝛾, 0)
.                                     (4.6) 

 

Формулы (3.2). (4.5) дают параметрическое решение задачи о набега-

нии плоской струи идеальной несжимаемой жидкости, вытекающей из 

канала, на симметричную плоскую проницаемую поверхность. 

 

5. С помощью формулы (3.2) и (4.5) можно вычислить геометрические, 

кинематические и другие элементы задачи. 

 Если обозначить расстояние между стенками канала 2L и ско-

рость в бесконечности в точке Н 𝑉∞ = 𝑉𝐻, то имеем  

2𝐿 =
2𝑞

𝑉0  ʒ(−ℎ)
, ʒ(−ℎ) =

𝑉∞

𝑉0
= (

𝑑𝑊

𝑉0𝑑Ƶ
)
𝐻
 , т.е. параметр h определяет скорость 

в сосуде на бесконечности. 

 С помощью (4.5) можно найти и длину щеки ℓ т. е.  

ℓ = 𝐶0𝑒
−𝑖𝒶 ∫𝑓(𝜏)𝑑𝜏.                                   (5.1)

1

0

 

где𝑓(𝜏) – под интегральное выражение (4.5). 

 Отношениеℓ/𝐿, а также угол раствора клина 2𝛼(2𝜋𝜘) являются 

геометрическими элементами. При числовых расчётах удобнее зада-

вать математические параметры 𝛼,𝛽 и ℎи определить ℓ/𝐿, где β угол 

который струя образуется с осью Х в бесконечности (рис.1). Отноше-

ние ℓ/𝐿 исключает постоянная Со в формуле (4.5). Далее, можно найти 
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и сопротивление клина Х, или что равносильно коэффициент сопро-

тивления клина 

                   𝐶𝑥 =
𝑋

𝜌 ℓ sin 𝛼 ∗ 𝑉∞
2
  .                             (5.2) 

где  𝑋 = 𝜌𝐿 𝑉𝐻
2 (

𝑉0
2

𝑉𝐻
2 − 2

𝑉0

𝑉𝐻
cos 𝛼 + 1)                 (5.3) 

(Х – сопротивление клина в задаче об обтекании клина потоком ко-

нечной ширины [5]. 
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