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УДК 517.946                                                                                   Гулнар Дилдабек 

 

ЗАДАЧА С НЕОДНОРОДНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 

 

Уравнения магнитной газовой динамики с учетом пористости среды в 

массовых лагранжевых координатах имеют вид/1/: 

 

Здесь v,u,θ,H,ρ,p – соответственно удельный объем, скорость, абсолютная 

температура, напряженность магнитного поля, плотность и давление – искомые 

функции пространственной переменной x,x∈R=(−∞,∞) и времени 

t,t∈(0,T],0<T<∞; μ,k,λ,μI,μH – положительные постоянные, которые в 

дальнейшем, для простоты, будем предполагать равными единице; β(x) – 

коэффициент проницаемости – непрерывная, неотрицательная, ограниченная 

функция и  

 

В начальный момент t=0 все характеристики среды известны: 

 

причем (ρ0,u0,θ0,H0) – непрерывные, (ρ0,θ0) – ограниченные функции 

 

Искомые функции удовлетворяют граничным условиям: 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Обобщенным решением задачи (1)-(3) называется 

совокупность функций (v,u,θ,H), 
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удовлетворяющих уравнениям (1) почти всюду в Q и принимающих заданные 

граничные и начальные значения в смысле следов функций из указанных классов. 

ТЕОРЕМА. Пусть начальные данные (2) обладают следующими 

свойствами гладкости: 

 

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)-(3) «в целом» 

по времени, причем v(x,t),θ(x,t) – строго положительные, ограниченные функции. 

Доказательство теоремы проведем методом априорных оценок. Выводятся 

глобальные априорные оценки, положительные постоянные C,Ci в которых 

зависят только от данных задачи и величины T интервала времени, но не зависят 

от промежутка существования локального решения. На основе полученных 

глобальных априорных оценок локальное решение /2, 3/ продолжается на весь 

промежуток времени [0,T],0<T<∞. 

Приступим к выводу глобальных априорных оценок. 

Из уравнений (1) и ограничений на данные задачи видно, что функции 

v(x,t) и θ(x,t) неотрицательны. 

Введем вспомогательную функцию θ1(x,t) как решение краевой задачи /2/: 

 

По принципу максимума для параболических уравнений: 

 

Обозначим через φ(x,t) новую искомую функцию: 

 

Система уравнений (1) преобразуется к виду: 
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где α1(t),α2(t)– строго положительные, ограниченные функции. Здесь 

использовалось первое уравнение системы (5). 

Справедлива оценка 

 

Докажем (7). Второе уравнение системы (1) умножим на u, третье - на (1−1/φ), 

четвертое - на H. Сложим получившиеся соотношения и проинтегрируем по x и 

t. При этом воспользуемся равенствами /2/: 

 

После некоторых преобразований получим соотношение 

 

Из уравнения теплопроводности системы (1) выводится неравенство /2, 4/: 

 

Подставляя его в (8) и применяя лемму Гронуолла, находим (7). 

Аналогично /2, 4/ выводится вспомогательное соотношение между 

искомыми функциями: 

 

 

Введем вспомогательные функции ψ(x,t) и f(x,t), используя граничные 

условия /4/:  
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Умножим уравнение (4) на (θ1−ψ) и проинтегрируем по Q. После 

некоторых преобразований имеем оценку: 

 

Из (7) и (12) вытекает оценка: 

 

Обратимся к уравнениям импульса и магнитного поля 

 

Умножим их на  и (vH) соответственно, проинтегрируем по Ω и 

сложим. 

 

Умножим второе уравнение системы (1) на u и проинтегрируем по Ω. 

После некоторых преобразований получим неравенство: 

 

Умножая четвертое уравнение системы (1) на H и интегрируя по Ω, после 

некоторых преобразований имеем неравенство: 

 

Умножим (14) на 2C12 и сложим с (15). Выбирая ε>0 так, чтобы 2C11C12ε<1, 

после интегрирования по t получим 

 

Далее, рассуждая аналогично /2, 4/, выводятся оценки: 
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Умножением четвертого уравнения системы (1) на Hxx и интегрированием 

выводится оценка 

 

Аналогично можно получить все априорные оценки, необходимые для 

доказательства теоремы. Доказательство единственности производится на 

основе полученных априорных оценок составлением однородного уравнения 

относительно разности двух возможных решений. 

Теорема доказана. 
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