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УДК 517.97: 621.384.6                     А.Алишеров 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ РАДИАЛЬНО-ФАЗОВОГО ДВИЖЕНИЯ 

ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ 
 

Как известно /1, 2, 3, 4/, задача исследования и оптимизации динамики пучка 

заряженных частиц в различных ускоряющих и фокусирующих структурах во всем 

объеме представляет собой очень сложную проблему. В связи с этим возникает 

проблема разработки моделей динамики заряженных пучков в различных ускоряющих 

и фокусирующих структурах. 

В данной работе рассматривается задача моделирования и оптимизации 

продольного и радиально-фазового движения пучков заряженных частиц в линейном 

ускорителе. 

Процесс ускорения заряженных частиц в ускорителях описан во многих работах 

/3, 4, 5, 6, 7/. Отмечается, что ускоренный пучок частиц на выходе ускоряющей 

структуры не является моноэнергетическим. Это связано, во- первых, с 

неодинаковостью ускоряющих сил, действующих на частицы, проходящих зазор в 

разных фазах ускоряющего поля, и, во-вторых, с нестабильностью источников 

питания. Энергетический разброс есть явление, ограничивающее возможности 

применения ускоренных пучков. В связи с этим возникает проблема выбора 

параметров ускоряющих и фокусирующих структур, обеспечивающих на выходе 

минимальный разброс ускоренных частиц по энергиям и обеспечивающих при этом 

максимальный захват частиц по фазам. 

Процесс автофазировки /3, 6/ приводит к распаду пучка в продольном 

направлении на сгустки, следующие друг за другом с частотой ускоряющего поля, т.е. 

на частицы, удовлетворяющие определенным начальным условиям и устойчиво 

группирующиеся в некоторой окрестности синхронной фазы высокочастотного поля. 

Остальные частицы, не попадающие в устойчивую область около синхронной фазы, в 

среднем не отбирают энергию высокочастотного поля и выбывают из процесса 

ускорения /3, 6/. 

Необходимо также отметить, что по ходу такого процесса ускорения определенная 

часть заряженных частиц может быть потеряна. В связи с этим возникает 

необходимость увеличения количества частиц, захваченных в режим ускорения для 

улучшения выходных характеристик пучка на выходе ускоряющей структуры. 

Для практических применений нужны ускорители, обеспечивающее на выходе 

пучки с минимальными поперечными размерами, заданными энергетическими и 

фазовыми спектрами и другими характеристиками /7/. В связи с вышесказанным 

возникают задачи исследования и оптимизации параметров ускоряющих и 

фокусирующих структур с целью получения требуемых параметров ускоренных 

пучков на выходе ускорителя. 

Рассмотрим основные уравнения, описывающие динамику частиц в линейных 

ускорителях. 
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В процессе ускорения на частицу действует силы электромагнитного поля. 

Изменение импульса частицы определяется выражением 
𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝐹 ,           (1) 

где  𝐹 = 𝑒[𝐸 + 𝑉𝑥𝐵]- сила Лоренца, t-время, Е – напряженность электрического поля, 

В – магнитная индукция, е – заряд частицы. 

Приведем основные релятивистские соотношения, связывающие массу m, 

скорость v, импульс p и полную энергию  𝑊П частицы 

𝑚 =
𝑚0

√1−𝛽2
 ,𝑃 = 𝑚𝑣 =

𝑚0𝑣

√1−𝛽2
 

𝑊П = 𝑊0 + 𝑊𝑘 = 𝑚𝑐2 =
𝑊0

√1−𝛽2
  

𝑊0 = 𝑚𝑐2 , 𝛽 = 𝑣/𝑐  

Здесь 𝑚0 – масса покоя частицы, 𝛽- приведенная скорость, 𝑊0 −энергия покоя, 

𝑊𝑘 −кинетическая энергия частицы,  𝑐-скорость света. 

Введя приведенную энергию 𝛾 = 𝑊П/𝑊0 и используя релятивистское 

соотношение 𝛽 = √𝛾2 − 1/𝛾, систему уравнений, описывающих продольное 

движение частиц, запишем в следующем виде: 

𝑑𝛾

𝑑𝑧
= 𝛼(𝑧)𝑐𝑜𝑠𝜑        (2) 

𝑑𝜑

𝑑𝑧
=

2𝜋

𝜆

𝛾

√𝛾2−1
          (3) 

Где 𝛼(𝑧) = 𝑒𝐸0(𝑧) = 𝑚0𝑐2 − параметр, характеризующий напряженность 

ускоряющего поля вдоль оси ускорителя, 𝜑 −фаза частиц,  𝜆 −длина волны в 

свободном пространстве. 

Выпишем уравнение, описывающее радиальное движение частиц для случая, когда 

динамика рассматривается в поле стоячей волны с продольной компонентой 

𝐸𝑧 = 𝐸0(𝑧)cos (𝜔𝑡 − 𝜑0), где 𝐸0(𝑧) −амплитуда напряженности электрического поля, 

𝜑0 −начальная фаза частицы, 𝜔 =
2𝜋𝑐

𝜆
−угловая частота ускоряющей волны. 

При этом будем предполагать, что ускоряющее поле является аксиально-

симметричным, т.е. поле в уравнение радиального движения (1) и учитывая, что сила 

𝐹𝑟 при сделанных выше предположениях имеет вид: 

𝐹𝑟 = −
𝑒𝑟

2
(

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑧
+

𝑉

𝑐2

𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
) , 𝜌𝑟 = 𝑚𝑟 

и переходя к дифференцированию по z, получаем систему   

  
𝑑𝑟

𝑑𝑧
= 𝜒 ,           (4) 
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𝑑𝜒

𝑑𝑧
= {

𝜋

𝜆

𝛼(𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜑

√𝛾2−1
−

𝛾𝑐𝑜𝑠𝜑

2(𝛾2−1)

𝑑𝛼(𝑧)

𝑑𝑧
} 𝑟 −

𝛾𝛼(𝑧)𝑐𝑜𝑠𝜑

𝛾2−1
𝜒      (5) 

Здесь r- радиус, 𝜒 −dr/dz-расходимость. 

Систему дифференциальных уравнений (4)-(5) представим в матричном виде: 

𝑑𝑋

𝑑𝑧
= 𝑃(𝑧)𝑋 ,          (6) 

Где X- двумерный вектор с компонентами x1 = 𝑟 и x2 =
𝑑𝑟

𝑑𝑧
 , 𝑃(𝑧) −матрица 

размерности 2х2: 

𝑃(𝑧) = (
𝜋

𝜆

𝛼(𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜑

√𝛾2−1
−

𝛾𝑐𝑜𝑠𝜑

2(𝛾2−1)

𝑑𝛼(𝑧)

𝑑𝑧
−

𝛼(𝑧)𝛾𝑐𝑜𝑠𝜑

𝛾2−1
)     (7) 

Предположим далее, что проекция фазового объема пучка на плоскости r и r’ 

может быть аппроксимирована с достаточной для практических целей точностью 

некоторым эллипсом. 

Пусть множество начальных состояний пучка в плоскости (r,r’) описывается 

эллипсом 

𝑋0
∗𝐴𝑋0 = 1             (8) 

В силу линейности преобразования, описываемого системой дифференциальных 

уравнений (6), множество частиц исходного эллипса в фазовой плоскости радиуса и 

расходимости будет  заполнять при каждом значении продольной  координаты 

некоторый эллипс. Найдем уравнение этого эллипса. Решение системы 

дифференциальных уравнений (6) имеет вид: 

𝑋 = 𝑅(𝑧/𝑧0)𝑋0          (9) 

где 𝑅 (
𝑧

𝑧0
) −матрицант уравнения. 

Выражая  𝑋0 из равенства (9) и подставляя его в условие (8), получаем  

𝑋∗𝑅−1 (
𝑧

𝑧0
) 𝐴0𝑅−1 (

𝑧

𝑧0
) 𝑋 = 1. 

Введя обозначение  

𝑅−1 (
𝑧

𝑧0
) 𝐴0𝑅−1 (

𝑧

𝑧0
) = 𝐴(𝑧), 

Получаем уравнение искомого эллипса 

𝑋∗𝐴(𝑧)𝑋 = 1. 

Обозначим: 

𝑆(𝑧) = 𝐴−1(𝑧) =
1

det 𝐴
(

𝑎22 −𝑎12

−𝑎21 𝑎11
) = (

𝑆11 𝑆12

𝑆21 𝑆22
) 

Тогда из выражения (10) следует, что 

𝑆(𝑧) = 𝑅(
𝑧

𝑧0

)𝑆0𝑅∗ (
𝑧

𝑧0

) 

Диагональные элементы матрицы S(z) удовлетворяют условию /8/: 

𝑆𝑖𝑖(𝑧) = 𝑥𝑖 𝑚𝑎𝑥
2 (𝑧) , 𝑖 = 1,2, 

𝑥1 𝑚𝑎𝑥
2 (𝑧) = max

𝑥0
∗𝐴0𝑥0=1

𝑟2(𝑧, 𝑥0) 
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𝑥2 𝑚𝑎𝑥
2 (𝑧) = max

𝑥0
∗𝐴0𝑥0=1

𝑟2(𝑧, 𝑥0), 

Где 𝑥𝑖- максимальное отклонение по радиусу и по расходимости на множестве (9). 

А матрица S(z) удовлетворяет следующему уравнению: 

𝑑𝑠(𝑧)

𝑑𝑧
= 𝑃(𝑧)𝑆 + 𝑆𝑃∗(𝑧), где 𝑃(𝑧) −матрица, определяемая формулой (9). 

Учитывая равенство элементов 𝑆12 и 𝑆21 матрицы S(z)  и представление (7) матрицы 

𝑃(𝑧), получаем 

𝑑𝑆11

𝑑𝑧
= 2𝑆12          (11) 

𝑑𝑆12

𝑑𝑧
= {

𝜋

𝜆

𝛼(𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜑

√𝛾2−1
−

𝛾𝑐𝑜𝑠𝜑

2(𝛾2−1)

𝑑𝛼(𝑧)

𝑑𝑧
} 𝑑𝑆11 −

𝛾𝛼(𝑧)𝑐𝑜𝑠𝜑

𝛾2−1
𝑆12 + 𝑆22    (12) 

𝑑𝑆22

𝑑𝑧
= 2 {

𝜋

𝜆

𝛼(𝑧)𝑠𝑖𝑛𝜑

√𝛾2−1
−

𝛾𝑐𝑜𝑠𝜑

2(𝛾2−1)

𝑑𝛼(𝑧)

𝑑𝑧
} 𝑑𝑆12 −

2𝛼(𝑧)𝑐𝑜𝑠𝜑

𝛾2−1
𝑆22    (13) 

В этих уравнениях 𝑆11 −величина, характеризующая максимальное отклонение частиц 

пучка по радиусу, 𝑆12 −величина, характеризующая угол наклона главных осей 

эллипса фазовых состояний относительно координатных осей, 𝑆22 −величина, 

характеризующая максимальное отклонение частиц пучка по расходимости dr/dz. 

Из системы (11)-( 13) видно, что эти уравнения существенно зависят от фазовых 

переменных: энергии 𝛾 и фазы ϕ. 

Следовательно, чтобы найти их решения, нужно присоединить к этим уравнениям 

уравнения (2), (3), описывающие продольное движение заряженных частиц. 

Таким образом, система дифференциальных уравнений (2)-(3) и (11)-(13) описывает 

преобразование в фазовом пространстве переменных r и r’ эллипса начальных 

состояний пучка частиц по радиусу и расходимости в зависимости от фазового 

движения. 

Отсюда видно, что полученную модель радиально-фазового движения частиц в 

линейном ускорителе можно эффективно исследовать, рассматривая систему (2), (3), 

описывающую продольное движение частиц, и систему (11)-(13), описывающую 

изменение огибающих по радиусу и расходимости. 
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